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G1. ALGÈBRE COMMUTATIVE.

Feuille d’exercice no 3: Modules

A. CHAMBERT-LOIR, P. AUTISSIER, D. FERRAND

A. MODULES, PREMIERS PAS

EXERCICE 1
Soit M un A-module. Montrer que (−1)m =−m.

EXERCICE 2
Soit A un anneau et soit M un A-module à droite.

1 Montrer que l’ensemble (0 : M) des a ∈ A tels que

ma = 0 pour tout m ∈ M est un idéal bilatère de A

(annulateur de M). On le note aussi ann(M).

2 Plus généralement, soit N un sous-A-module de M .

Montrer que l’ensemble (N : M) des a ∈ A tels que

ma ∈ N pour tout m ∈ M est un idéal bilatère de A.

EXERCICE 3
Soit A et B deux anneaux et f : A → B un homomor-

phisme d’anneaux.

1 Soit M un B-module à droite. Montrer que l’on dé-

finit un A-module à droite en munissant le groupe

abélien M de la multiplication (M , A) → M définie

par (m, a) 7→ m f (a). Ce A-module est noté f∗M .

2 Soit u : M → N un homomorphisme de B-modules

à droite ; montrer que u définit un homomorphisme

de A-modules f∗M → f∗N .

3 Montrer que l’application HomB(M ,N) →
HomA( f∗M , f∗N) ainsi définie est un homomor-

phisme injectif de groupes abéliens. Donner un

exemple où il n’est pas surjectif.

4 Soit M un B-module à droite. Déterminer l’annula-

teur du module f∗M en fonction de celui de M .

EXERCICE 4
Soit A et B des anneaux et f : A → B un homomor-

phisme d’anneaux. Le groupe additif de B est muni

de la structure de A-module à droite déduite de f .

1 On suppose que l’image de f est contenue dans le

centre de B (de sorte que B est une A-algèbre). Mon-

trer que la multiplication de B est A-bilinéaire (c’est-

à-dire que les applications x 7→ xb et x 7→ bx, pour

b ∈ B fixé, sont A-linéaires).

2 Inversement, si la multiplication de B est A-

bilinéaire, montrer que l’image de f est contenue

dans le centre de B.

EXERCICE 5
Soit M et N deux A-modules.

1 Soit u ∈ EndA M . Montrer qu’il existe une unique

structure de A[X ]-module sur M telle que X · m =
u(m) (et 1 ·m = m) pour tout m ∈ M . On notera Mu

le A[X ]-module M muni de cette structure.

Montrer que cette application u 7→ Mu induit une

bijection entre les structures de A[X ]-module sur M

et les endomorphismes u ∈ EndM .

2 Soit u ∈ EndA M et v ∈ EndA N . Déterminer tous les

homomorphismes de A[X ] modules de Mu dans Nv .

3 Si M = N , à quelle condition Mu ' Mv ?

4 Comment pouvez-vous interpréter les résultats de

l’exercice lorsque A = k est un corps et M = kn est

l’espace vectoriel standard de dimension n sur k ?

EXERCICE 6
1 La réunion de deux sous-modules n’est en géné-

ral pas un sous-module. Donner un exemple (on

pourra se placer dans le cadre des espaces vecto-

riels).

2 Si (Mn)n∈N est une famille de sous-modules d’un A-

module M telle que Mn ⊂ Mp si n ≤ p, montrer que⋃
n

Mn est un sous-A-module de M .

3 Soit k un corps, soit V un k-espace vectoriel et

soit (Wi )1≤i≤n une famille de sous-espaces vecto-

riels de V telle que W = ⋃
i

Wi soit un sous-espace

vectoriel. Si k est infini ou, plus généralement, si k

a au moins n éléments, montrer qu’il existe un en-

tier i tel que W = Wi .

4 Soit V1, V2 et V3 les ensembles des (x, y) ∈ Z2 tels que

x soit pair, resp. x+y soit pair, resp. y soit pair. Mon-

trer que ce sont des sous-modules de Z2, distincts

de Z2, et que Z2 = V1 ∪V2 ∪V3.
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EXERCICE 7
Soit M un A-module et M1, . . . ,Mr des sous-A-

modules de M dont M est la somme directe. Soit

I1 = (0 : M1), . . . , Ir = (0 : Mr ) leurs annulateurs. On

suppose que les Iα sont deux à deux comaximaux.

On pose : I =
r⋂

α=1
Iα et Jα = ⋂

β 6=α
Iβ.

1 Montrer que pour toutα, Iα et Jα sont des idéaux bi-

latères comaximaux de A.

Pour tout α, soit Nα le sous-module de M engen-

dré par les Mβ, pour β 6= α. Si J est un idéal de

A, on notera (0 : J) le sous-A-module de M égal à

{m ∈ M ; ma = 0 pour tout a ∈ J}.

Montrer les formules suivantes :

2 Jα = (0 : Nα) et Nα = (0 : Jα) ;

3 Nα = MIα et M Jα = Mα = ⋂
β 6=α

Nβ.

EXERCICE 8
Soit M un A-module et m ∈ M un élément dont l’an-

nulateur est réduit à (0). Montrer l’équivalence des

propriétés suivantes :

(1) mA possède un supplémentaire dans M ;

(2) il existe une forme linéaire f sur M telle que

f (m) = 1.

Montrer qu’alors M = mA⊕Ker f .

EXERCICE 9
Soit f : M → N un homomorphisme de A-modules.

1 Montrer qu’il existe g : N → M tel que g ◦ f = idM si

et seulement si f est injectif et im( f ) admet un sup-

plémentaire dans N .

2 Montrer qu’il existe g : N → M tel que f ◦ g = idN

si et seulement si f est surjectif et Ker( f ) admet un

supplémentaire dans M .

EXERCICE 10
Soit A un anneau, soit M un A-module et soit (Mi )i∈I

une famille de sous-modules de M dont la somme

est égale à M .

1 Pour que les Mi soient en somme directe, il faut et

il suffit que Pour tout i ∈ I , l’intersection des sous-

modules Mi et
∑
j 6=i

M j soit réduite à 0.

2 Donner un exemple de module M , de famille

(M1,M2,M3) de sous-modules dont la somme est

égale à M et telle que Mi ∩M j = 0 pour tout couple

(i , j ) avec i 6= j , mais qui ne soit pas en somme di-

recte.

B. MODULES LIBRES

EXERCICE 11
1 Quelles sont les parties génératrices de Z ?

2 Donner, pour tout entier n ≥ 1, une partie de Z de

cardinal n qui soit génératrice et minimale.

3 Montrer que toute partie génératrice de Z contient

une partie finie qui est génératrice.

EXERCICE 12
Soit A un anneau et M un A-module. Si m ∈ M , à

quelle condition sur ann(m) la famille {m} est-elle

libre ?

EXERCICE 13
Soit A un anneau commutatif intègre et K son corps

des fractions. On suppose K 6= A. Montrer que K

n’est pas libre comme A-module.

EXERCICE 14
Donner des exemples :

1 de modules non-libres ;

2 d’une famille libre à n éléments dans An qui ne soit

pas une base ;

3 d’une partie génératrice minimale qui ne soit pas

une base ;

4 de sous-module n’ayant pas de supplémentaire ;

5 de module libre ayant un sous-module qui ne l’est

pas ;

EXERCICE 15. — Bidual
Soit M un A-module. On note M∨ = HomA(M , A)

son dual et M∨∨ = HomA(M∨, A) son bidual, c’est-

à-dire le dual de son dual.



ALGÈBRE COMMUTATIVE (G1) : MODULES QUOTIENTS 3

1 Soit m ∈ M . Montrer que l’application

λm : M∨ → A, ϕ 7→ϕ(m)

est A-linéaire. En déduire un homomorphisme de A-

modules λ : M → M∨∨ donné par m 7→λm .

2 Dans cette question et la suivante, on suppose que

M = An , n ≥ 1. Soit (e1, . . . , en) la base canonique de

An , c’est-à-dire ei = (0, . . . ,0,1,0, . . . ), le 1 étant en

position i . Soitϕi l’application linéaire An → A défi-

nie par (a1, . . . , an) 7→ ai . Montrer que (ϕ1, . . . ,ϕn) est

une base de M∨.

3 Toujours lorsque M = An , montrer que λ est un iso-

morphisme.

Un tel module M pour lequel l’homomorphisme ca-

nonique M → M∨∨ est un isomorphisme est dit ré-

flexif.

4 Donner un exemple de module pour lequel λ n’est

pas injectif ; pas surjectif.

EXERCICE 16
Soit M un A-module. Soit f ∈ EndA(M) ; on défi-

nit sa transposée tf par tf (ϕ) = ϕ ◦ f , pour tout

ϕ ∈ M∨ = HomA(M , A).

1 Montrer que l’ensemble des polynômes P de A[X ]

tels que P( f ) = 0 est un idéal que l’on notera I( f ).

2 Montrer que I( f ) ⊂ I(tf ).

3 Montrer que si M est réflexif, I( f ) = I(tf ).

EXERCICE 17
Montrer qu’un idéal non nul I d’un anneau A est un

sous-module libre de A si et seulement si I est prin-

cipal et engendré par un élément non diviseur de

zéro de A.

EXERCICE 18
Soit A un anneau, M et N des A-modules et

ϕ : M → N un homomorphisme surjectif de A-

modules.

1 Si Kerϕ et N sont de type fini, montrer que M est de

type fini.

On suppose dans la suite que M et N sont de type

fini et que N est un A-module libre.

2 Montrer que ϕ admet un inverse à droite.

3 Montrer que M ' Kerϕ⊕ imψ.

4 Retrouver ainsi le fait que tout sous-espace d’un es-

pace vectoriel possède un supplémentaire.

5 Montrer que Kerϕ est de type fini.

EXERCICE 19
1 Soit L un A-module libre non nul. Montrer qu’il

existe une application linéaire ϕ : EndA(L) → A telle

que ϕ(id) = 1.

Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux tel

que B soit un A-module libre non nul.

2 Montrer que f est injectif. On identifiera dans la

suite A à un sous-anneau de B ; si I est un idéal de A,

on notera IB l’idéal de B engendré par I dans B.

3 Pour tout idéal I de A, I = A∩ IB.

4 Tout élément de A qui possède un inverse dans B est

en fait inversible dans A.

5 Pour tout idéal premier (resp.maximal) p de A, il

existe un idéal premier (resp.maximal) q de B tel que

p= A∩q.

6 Tout système d’équations linéaires à coefficients

dans A qui a une solution dans B a déjà une solution

dans A.

C. MODULES QUOTIENTS

EXERCICE 20
Soit A un anneau intègre et M un A-module. On

dit que x ∈ M est de torsion si (0 : x) 6= 0. On note

T (M) l’ensemble des éléments de torsion de M . Si

T (M) = 0 on dit que M est sans torsion.

1 Montrer que l’ensemble des éléments de torsion de

M est un sous-module de M . Donner un contre-

exemple lorsque l’hypothèse que A est un anneau

intègre n’est pas vérifiée.

2 Montrer que M/T (M) est sans torsion.

3 Montrer que si f : M → N est un morphisme de A-

modules alors f (T (M)) ⊂ T (N). Donner un exemple

où l’inclusion est stricte.

4 Soit g : N → P un second morphisme de A-modules

tel que Ker g = im f . Montrer que Ker g ∩ T (N) =
f (T (M)).
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EXERCICE 21
Soit A un anneau, soit I un idéal bilatère de A et soit

M un A-module à droite.

1 Montrer qu’il existe une unique structure de A/I-

module à droite sur le A-module M/MI de sorte que

l’on ait clMI (m)clI (a) = clMI (ma), pour tout m ∈ M

et tout a ∈ A.

2 Si M est un A-module libre, montrer que M/MI est

un A/I-module libre.

EXERCICE 22
Soit A un anneau, soit M un A-module et soit N un

sous-module de M .

1 Montrer que les conditions suivantes sont équiva-

lentes : 1) N possède un supplémentaire dans M ;

2) N est le noyau d’un projecteur de M ; 3) N est

l’image d’un projecteur de M .

2 Soit p0 et p deux projecteurs de M d’image N , soit

u l’application p −p0. Montrer que l’image de u est

contenue dans N et que son noyau contient N ; en

déduire, par passage au quotient, une application li-

néaire ū : M/N → N .

3 Soit p0 un projecteur de M ; montrer que l’applica-

tion p 7→ ū est une bijection de l’ensemble des pro-

jecteurs de M d’image N sur HomA(M/N ,N).

EXERCICE 23
Soit A un anneau commutatif et T une matrice n×m

à coefficients dans A. Cette matrice représente un

homomorphisme de modules u : Am → An . Posons

M = coker u = An/im(u).

1 Montrer que (0 : M) = (im(u) : An).

2 Montrer que si m ≥ n alors les mineurs maximaux

de T (c’est à dire les déterminants des sous matrices

n × n de T ) appartiennent à (0 : M). (Traiter tout

d’abord le cas m = n.)

EXERCICE 24
Soit A un anneau commutatif et u : An → An

un morphisme de matrice Mu dans la base cano-

nique de An . Posons M = coker u = An/im(u) et

soit u∗ : An → An dont la matrice Mu∗ est la ma-

trice transposée des cofacteurs de Mu . Enfin pour

k ∈ {1, . . . , n} soit Jk l’idéal engendré par les mi-

neurs k × k de Mu (c’est-à-dire les déterminants

des sous-matrices k × k de Mu). Remarquer que

Jn = (det(Mu)) et que Jn−1 est engendré par les co-

efficients de Mu∗ .

1 Soit a ∈ (0 : M) et µa : An → An , x 7−→ ax ; mon-

trer qu’il existe un morphisme v : An → An tel que

µa = u ◦ v, et que det(Mu)Mv = aMu∗ .

2 Montrer que (0 : M) ⊂ (Jn : Jn−1).

On suppose désormais que det(Mu) n’est pas divi-

seur de zéro.

3 Montrer que u∗ est injectif.

4 Soit a ∈ (Jn : Jn−1) ; montrer qu’il existe w : An → An

tel que au∗ = det(Mu)w. Montrer alors que u ◦w =
µa .

5 Montrer que (0 : M) = (Jn : Jn−1).

EXERCICE 25
On considère quatre éléments a, b, c, d d’un anneau

commutatif A et un A-module M engendré par deux

éléments x et y soumis aux relations

ax +by = 0 et cx +d y = 0.

Autrement dit, M est le quotient de A2 par l’image

de l’endomorphisme de matrice
(a c

b d

)
. On pose

δ= ad −bc et on désigne par I l’idéal engendré par

a, b, c et d.

1 Montrer que δM = 0 (penser à la matrice des cofac-

teurs).

2 Montrer que M/IM est un A/I-module libre de

rang 2.

3 Soit m un idéal maximal de A. Déterminer la dimen-

sion de l’espace vectoriel M/m sur le corps A/m en

fonction de δ et I .
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D. ESPACES VECTORIELS

EXERCICE 26
1 Soit M un sous-Z-module de type fini de Q. Montrer

que M est libre de rang 0 ou 1. (Montrer par récur-

rence qu’il existe a ∈ Q tel que M = Za.) En particu-

lier, le Z-module Q n’est pas de type fini.

2 Quelles sont les parties libres maximales de Q ?

3 Le Z-module Q possède-t-il des parties génératrices

minimales ?

EXERCICE 27
Soit K un corps, soit V un K -espace vectoriel de

dimension infinie et soit A l’anneau des endomor-

phismes de V . Montrer que le A-module à droite A2

est isomorphe à Ad .

EXERCICE 28
Soit A un anneau et soit ϕ : Am → An un homomor-

phisme de A-modules à droite libres. Soit Φ la ma-

trice de ϕ.

Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux.

Soit f (Φ) la matrice dont les composantes sont les

images par f des composantes de Φ.

1 Montrer que f (Φ) est la matrice d’un homomor-

phisme ϕ0 : Bm → Bn de B-modules à droite.

2 Si ϕ est un isomorphisme, montrer qu’il en est de

même de ϕ0. (Introduire la matrice Φ′ de l’isomor-

phisme réciproque de ϕ, puis la matrice f (Φ′).)

3 En déduire que si A est un anneau possédant un ho-

momorphisme dans un corps K , le A-module Am

n’est isomorphe au A-module An que si m = n. Au-

trement dit, les cardinaux des bases d’un A-module

libre de type fini sont égaux à un même entier (qu’on

appelle le rang du module).

EXERCICE 29
1 Soit K un anneau à division, soit V un K -espace vec-

toriel et soit W un sous-espace vectoriel de V . Mon-

trer que W est l’intersection des noyaux des formes

linéaires de V qui sont nulles sur W .

2 Plus généralement, quelle est l’intersection des

noyaux des formes linéaires de V qui sont nulles sur

une partie donnée de V ?

3 Donner un exemple d’anneau A et de A-module M

non nul tel que toute forme linéaire sur M soit nulle.

4 Donner un exemple d’anneau intègre A, de A-

module libre M , de sous-module N , tel que N ne soit

pas l’intersection des noyaux des formes linéaires

nulles sur N .

EXERCICE 30
Soit K un anneau à division, soit V1, V2, V3, V4 des

K -espaces vectoriels, soit u : V1 → V2, v : V3 → V4 et

w : V1 → V4 des applications linéaires.

1 Pour qu’il existe une application linéaire f : V2 → V4

telle que f ◦ u = w, il faut et il suffit que Ker(u) ⊂
Ker(w).

2 Pour qu’il existe une application linéaire g : V1 → V3

telle que v ◦ g = w, il faut et il suffit que im(w) ⊂
im(v).

3 Pour qu’il existe une application linéaire h : V2 → V3

telle que v ◦ h ◦ u = w, il faut et il suffit que

Ker(u) ⊂ Ker(w) et im(w) ⊂ im(v).

EXERCICE 31
Soit V un R-espace vectoriel et soit u un endomor-

phisme de V tel que u2 + u + id = 0. À l’aide de u,

munir V d’une structure de C-espace vectoriel (et

même de deux...).

E. MATRICES À COEFFICIENTS DANS UN ANNEAU EUCLIDIEN OU PRINCIPAL

EXERCICE 32
1 Montrer que le matrice de la transposition de {1,2}

appartient au sous-groupe de GL2(Z) engendré par

les matrices élémentaires et les matrices Di (−1).

2 Appartient-elle au sous-groupe engendré par les

matrices élémentaires ?

3 En déduire que le sous-groupe W de GLn(Z) est

contenu dans le sous-groupe engendré par les ma-

trices élémentaires Ei , j (1) et les matrices Di (−1).
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EXERCICE 33
Soit N un entier naturel.

1 Montrer que le groupe SLn(Z/NZ) est engendré par

les matrices élémentaires.

2 Montrer que l’homomorphisme canonique

SLn(Z) → SLn(Z/NZ) est surjectif.

3 L’homomorphisme GLn(Z) → GLn(Z/NZ) est-il sur-

jectif ?

EXERCICE 34
1 Soit u ∈ Zn un vecteur dont les coordonnées sont

premières entre elles. Montrer par récurrence sur le

plus petit coefficient non nul de u qu’il existe une

matrice M ∈ SLn(Z) de première colonne u.

2 Soit M une matrice à n lignes et p colonnes (p ≤ n)

dont les coefficients sont dans un anneau princi-

pal A.

Montrer qu’on peut compléter M en une matrice

P ∈ GL(n, A) si et seulement si le pgcd des mineurs

d’ordre p de A est égal à 1.

EXERCICE 35
Soit A un anneau commutatif.

1 Montrer que le groupe GEn(A) est produit semi-

direct du sous-groupe distingué En(A) et du sous-

groupe formé des matrices D1(a), pour a ∈ A×.

2 Même question en remplaçant GEn par GLn et En

par SLn .

EXERCICE 36
Soit K un anneau à division.

1 Montrer que l’on a GLn(K ) = GEn(K ).

Soit D le groupe abélien K×/[K×,K×], quotient

de K× par le sous-groupe engendré par les commu-

tateurs. Notons π : K× → D l’application canonique.

2 Montrer qu’il existe un unique homomorphisme de

groupes δ de GEn(K ) dans D qui applique Ei j (a)

sur π(1) pour tous i , j ∈ {1, . . . , n} et a ∈ A et qui

applique Di (a) sur π(a) pour tous i ∈ {1, . . . , n} et

a ∈ A×.

3 Lorsque K est commutatif, D = K×. Montrer alors

que l’homomorphisme δ : GLn(K ) → K× n’est autre

que le déterminant. Dans le cas général, on l’appelle

le déterminant non commutatif.

EXERCICE 37
Soit A un anneau principal et soit K son corps des

fractions.

1 Soit u = (a1, . . . , an) ∈ An . Montrer qu’il existe une

matrice M ∈ SLn(A) telle que Mu soit de la forme

(a,0, . . . ,0), où a ∈ A est un générateur de l’idéal

(a1, . . . , an).

2 Montrer que le groupe SLn(A) opère transitivement

sur l’ensemble des droites de K n .

3 Soit D1 et D2 les droites de Q2 de vecteurs directeurs

(1,2) et (2,1). Montrer qu’il n’existe pas de matrice

M ∈ GL2(Z) telle que M(D1) et M(D2) soient les deux

axes de coordonnées.

4 Il n’existe pas de matrice M ∈ GL2(k[X ,Y ]) qui ap-

plique la droite de vecteur directeur (X ,Y ) sur celle

de vecteur directeur (1,0).

EXERCICE 38
Soit M une matrice à n lignes et p colonnes (p ≤ n)

dont les coefficients sont dans un anneau principal

A.

Montrer qu’on peut compléter M en une matrice

P ∈ GL(n, A) si et seulement si le pgcd des mineurs

d’ordre p de A est égal à 1.

EXERCICE 39
Soit A un anneau principal, K son corps des frac-

tions.

1 Soit x un élément non nul de K n . Montrer qu’il

existe une matrice de GLn(A) dont la colonne est

proportionnelle à x.

2 Démontrer que toute matrice carrée d’ordre n à

coefficients dans K est produit d’une matrice de

GLn(A) et d’une matrice triangulaire de Mn(K ). (Rai-

sonner par récurrence.)

3 Application numérique : A = Z et

M =

1/2 1 −1/4

2/5 2 2/3

3/4 1/7 −1

 .
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F. MODULES DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

EXERCICE 40
Soit M un module libre de type fini sur un anneau

principal A.

1 Soit m ∈ M non nul. Montrer que les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

(1) m fait partie d’une base ;

(2) il existe f ∈ M∗ tel que f (m) = 1 ;

(3) les coordonnées de m dans toute base de M sont

premières entre elles ;

(4) les coordonnées de m dans une base de M sont

premières entre elles ;

(5) si m = am′ avec a ∈ A, alors a ∈ A× ;

(6) si am = a′m′ avec a ∈ A, a′ ∈ A et a 6= 0, alors a est

multiple de a′.

On dit qu’un tel vecteur est primitif.

2 Montrer que tout vecteur est multiple d’un vecteur

primitif.

3 Exemple : A = Z, M = Z4, m = (126,210,168,504).

EXERCICE 41
Soit A un anneau principal et L, M deux A-modules

de type fini. Montrer que HomA(L,M) est un A-

module de type fini.

EXERCICE 42
Soit A un anneau principal, soit M un A-module de

type fini dont on note (d1, . . . , dn) les facteurs inva-

riants, les di étant des éléments non inversibles de A

tels que di divise di+1 pour 1 ≤ i < n.

1 Soit m un élément de M . Pour que le sous-

module Am engendré par m dans M admette un

supplémentaire, il suffit que l’annulateur de m soit

égal à (dn).

2 Lorsque A = Z et M = (Z/pZ)⊕ (Z/p2Z), donner une

condition nécessaire et suffisante sur un élément

m ∈ M pour que le sous-module Am possède un

supplémentaire dans M .

EXERCICE 43
Soit A un anneau principal et L un A-module libre

de rang fini. Soit M un sous-Z-module de L. Montrer

qu’il possède un supplémentaire dans L si et seule-

ment si L/M est sans torsion.

EXERCICE 44
Soit q(x, y) = ax2 + 2bx y + c y2 une forme quadra-

tique définie positive à coefficients réels.

1 Montrer qu’il existe un élément non nul e1 de Z2 tel

que m = q(e1) soit minimal.

2 Montrer qu’il existe un élément e2 de Z2 tel que

(e1, e2) soit une base de Z2.

3 En écrivant q(e2 + ne1) ≥ q(e1), montrer que m ≤
2
√

(ac −b2)/3.

EXERCICE 45
Les résultats de cet exercice étendent partiellement

les énoncés du lemme 2.4.5 et de la proposition 2.9.1

du polycopié. S’inspirer de leurs démonstrations

pour les résoudre.

1 Soit A un anneau tel que tout idéal à gauche de A

soit de type fini. Montrer par récurrence sur n que

tout sous-module de An
s est de type fini.

2 Plus généralement, montrer que tout sous-module

d’un A-module (à gauche) de type fini est de type

fini.

EXERCICE 46
Soit A un anneau commutatif et soit I1, . . . , In des

idéaux de A, distincts de A, tels que I1 ⊂ I2 ⊂ ·· · ⊂ In .

On pose M =
n⊕

i=1
A/Ii .

1 Soit m un idéal maximal de A qui contient In . Munir

le A-module M/mM d’une structure de A/m-espace

vectoriel ; montrer qu’il est de dimension n.

2 Montrer que toute famille génératrice de M a au

moins n éléments.

3 Soit A un anneau principal et M un A-module de

type fini. On note (d1, . . . , dr ) les facteurs invariants

de M .

Montrer que toute famille génératrice d’éléments de

M a au moins r éléments.

EXERCICE 47
Le but de cet exercice est de donner une autre dé-

monstration du théorème 2.9.2 du polycopié, indé-

pendante de considérations matricielles.

Soit A un anneau principal, soit M un A-module

libre de rang fini et soit N un sous-module de M .
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1 Montrer qu’il existe une forme linéaire f sur M pour

laquelle l’idéal I = f (N) de A soit maximal, c’est-à-

dire qu’il n’existe pas g ∈ M∨ telle que f (N) ( g (N).

Soit d un générateur de I . On note alors M ′ le noyau

de f et on pose N ′ = N ∩M ′.

2 Montrer que pour toute forme linéaire f ′ sur M ′ et

tout élément m ∈ N ′, f ′(m) est multiple de d.

3 Démontrer le théorème 2.9.2 par récurrence sur

le rang de M . (Appliquer la méthode utilisée pour

prouver la prop. 2.9.1.)

G. APPLICATIONS : GROUPES ABÉLIENS, ENDOMORPHISMES

EXERCICE 48
On considère l’ensemble M des triplets (x, y, z) ∈ Z3

tels que x + y + z est pair.

1 Montrer que M est un sous-Z-module libre de type

fini de Z3, de rang 3.

2 Donner une base de M sur Z.

3 Montrer que Z3/M est un Z-module simple.

EXERCICE 49
Soit L l’ensemble des (x, y, z) ∈ Z3 tels que

x −3y +2z ≡ 0 (mod 4) et x + y + z ≡ 0 (mod 6).

1 Montrer que L est un sous-Z-module libre de Z3.

Quel est son rang ? Montrer que Z3/L est isomorphe

à (Z/4Z)× (Z/6Z).

2 Déterminer les facteurs invariants (d1, d2, d3) de

L ⊂ Z3 et calculer une base (e1, e2, e3) de Z3 telle que

(d1e1, d2e2, d3e3) soit une base de L.

EXERCICE 50
1 Soit G un groupe abélien fini. Soit n le plus petit en-

tier ≥ 1 tel que nG = 0. Montrer qu’il existe g ∈ G

d’ordre n, c’est-à-dire tel que n est le plus petit en-

tier ≥ 1 tel que ng = 0.

2 Soit K un corps commutatif et soit G un sous-groupe

fini de K∗. Montrer que G est cyclique.

En particulier, le groupe multiplicatif d’un corps fini

est cyclique.

EXERCICE 51
Soit A un anneau principal et M un A-module de

type fini.

1 Justifier l’existence d’éléments mi (pour 1 ≤ i ≤ s)

de M d’annulateurs (di ), avec d1| . . . |ds , tel que

M =
s⊕

i=1
Ami .

2 Soit i ∈ {1, . . . , s}. Montrer qu’il existe ui ∈ EndA(M)

tel que

ui (m1) = ·· · = ui (ms−1) = 0, ui (ms ) = mi .

3 Soit u ∈ EndA(M) qui commute à tout autre élé-

ment de EndA(M). Montrer qu’il existe a ∈ A tel que

u(m) = am pour tout m.

4 Soit u : M → M une application additive telle que

pour tout v ∈ EndA(M), u ◦ v = v ◦u. Montrer que u

est une homothétie m 7→ am, pour a ∈ A.

5 Soit K un corps commutatif, E un K -espace vecto-

riel de dimension finie sur K et u ∈ EndK (E). Mon-

trer que tout endomorphisme de E qui commute à

tout endomorphisme commutant à u est un poly-

nôme en u. (On pourra utiliser la structure de K [X ]-

module sur E définie par u.)

EXERCICE 52
Soit k un corps.

1 Déterminer, à similitude près, toutes les matrices

à coefficients dans k dont le polynôme caractéris-

tique est X 3(X −1).

2 Déterminer, à similitude près, toutes les matrices

de Mat4(k) dont le polynôme minimal est X (X −1).

3 Déterminer, à similitude près, toutes les matrices

de Matn(k) de polynôme minimal X (X −1).

4 Déterminer, à similitude près, tous les endomor-

phismes u d’un espace vectoriel de dimension fi-

nie V tels que (u − id)2 = 0.


