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CHAPITRE 1

NOMBRES ENTIERS ET PRINCIPE DE RECURRENCE

§1. Un peu d’histoire

Leopold Kronecker, un mathématicien allemand du Xxix® siécle a dit un jour : « Le
Bon Dieu a inventé les nombres entiers, le reste est I’'ceuvre de ’lhomme ».V) I’arithmé-
tique, la science qui étudie les propriétés des nombres entiers, a fasciné les humains
probablement depuis la nuit des temps. On trouve en tout cas des textes d’arithmé-
tique parmi les tout premiers textes écrits qui nous restent (la plus ancienne tablette
dont on dispose est une reconnaissance de dettes).

Parmi les propriétés des nombres entiers que nous allons étudier figurent des ré-
sultats tres anciens : I'existence d’une infinité de nombres premiers est un théoréme
d’Euclide, un mathématicien grec qui vivait au 1v® siecle avant Jésus-Christ. Certains
problemes remontent a Archimede (les beeufs du soleil par exemple).

Pourtant, la nécessité d'une définition des nombres entiers n’est apparue qu’au Xix°
siecle qui fut un moment de bouleversement théorique en mathématique. C'est a ce
moment que les mathématiciens commencerent a ressentir fermement le besoin de
définir plus précisément I'objet de leur science, faisant en particulier clairement la dis-
tinction entre axiomes, définitions, théorémes,. .. Les mathématiciens durent aussi ré-
soudre le probleme de I'infini : qu’est-ce qu'un ensemble « infini» ? La possibilité d’ap-
préhender mathématiquement l'infini fut d’ailleurs le sujet d'une controverse théolo-
gique — seul Dieu est infini. Pire, Georg Cantor découvrit qu’il existait des infinis plus
grands que d’autres et, en un sens, 'ensemble des entiers est le plus petit ensemble
infini.

C’est aussi qu’a la toute fin du X1x° siécle que Richard Dedekind, puis quelques an-
nées plus tard, Giuseppe Peano, énoncerent des axiomes qui permettent de caractéri-
ser '’ensemble des nombres entiers. Du point de vue pratique, ces axiomes sont donc

(ULa citation originale, « Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk. »
a été prononcée en 1886 lors d'une conférence a Berlin en 1886. Elle fut rapportée par Heinrich Weber
dans la notice nécrologique consacrée a ce mathématicien (Jahresberichte D.M.V 2 (1893), p. 5-31). L'ex-
pression allemande « der liebe Gott » ne sous-entend pas une vision mystique des mathématiques, pas
plus que I'expression francaise «le Bon Dieu ».
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les « briques de base » que le mathématicien peut assembler pour démontrer une pro-
priété liée aux nombres entiers. Voici les quatre premiers axiomes, sous la présentation
de Peano (si ce n’est que Peano faisait débuter I'ensemble des entiers a 1).

a) zéro (0) est un entier;

b) tout entier a un successeur;

c) zéro n’est le successeur d’aucun entier;

d) sideux entiers ont méme successeur, ils sont égaux.

Du point de vue des entiers que vous connaissez, le successeur d'un entier n n’est rien
d’autre que I'entier n+1. Si un entier n n’est pas égal a 0, il vérifie n > 1 et 'entier (n—1)
est le seul entier qui ait n pour successeur.

Le dernier axiome est le principe de récurrence:

e) Soit Aun ensemble d’entiers. Supposons que A contienne 0 et que si un entier n
appartient a A, son successeur appartienne a A. Alors A est 'ensemble de tous les en-
tiers.

L'aspect remarquable de cet axiome est qu’il permet de démontrer une infinité de
théoremes en un temps fini. Supposons par exemple que I’on doive démontrer qu'une
certaine propriété #(n) qui dépend d’un entier n est vraie pour tout entier. En appli-
quant le principe de récurrence a 'ensemble des entiers n tels que & (n) soit vérifié,
on peut démontrer le résultat voulu de la fagon suivante :

- on démontre la propriété & pour n = 0 (initialisation) ;

- on démontre que si la propriété & (n) est vérifiée (hypothése de récurrence), alors
Z(n+1) est encore vraie.

Le principe de récurrence entraine que la propriété & est vérifiée pour tout entier.
Sans lui, on devrait commencer par le cas n =0, puis n = 1, puis n = 2, etc., et méme a
la 7¢ génération, vos « successeurs » n’en seront toujours pas venu a bout! Pascal (xvir®
siecle) avait déja utilisé le principe de récurrence, mais il revient bien a Peano de I'avoir
dégagé en tant qu’axiome qui caractérise les nombres entiers.

Il reste encore une tache au mathématicien consciencieux : démontrer qu'il « existe »
un ensemble avec ces propriétés : les entiers de M. Tout le Monde les vérifient effecti-
vement, mais ils ne forment pas un ensemble assez bien défini pour le mathématicien.
On peut aussi démontrer qu’'un tel ensemble est unique, en un sens a préciser.

Nous laisserons ce probleme de c6té dans la suite de ce cours et feront comme si les
entiers naifs étaient un objet mathématique obéissant aux axiomes de Peano.

L'ensemble de tous les entiers est noté N.

§2. Récurrence et la définition des opérations élémentaires

Le principe de récurrence permet aussi de définir des objets dépendant d'un entier.
Ainsi, quelques années avant que Peano n’énonce ses axiomes, Grassmann avait défini
les opérations arithmétiques a 'aide de I'opération x — x + 1 et d'un raisonnement
par récurrence. Expliquons comment procéder et comment démontrer les propriétés
élémentaires de I’addition et de la multiplication.
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Tout d’abord, on note 1 le successeur de 0, 2 le successeur de 1, 3 celui de 2, etc. On
notera aussi s(n) le successeur d'un entier 7 ; pour les entiers naifs, cela correspond a
ajouter 1.

Une premiere application du principe de réccurrence, importante pour la suite, est
que fout entier non nul est le successeur d’'un unique entier. Notons enfin qu'un en-
tier ne peut avoir deux prédécesseurs distincts, en vertu de I’axiome d). Soit alors A la
réunion du singleton {0} et de ’ensemble des entiers qui sont le successeur d'un entier.
L'ensemble A contient 0, et s’il contient un entier 7, il contient son successeur, puis-
qu’il contient tous les successeurs. Donc A est 'ensemble des entiers naturels et tout
entier, sauf zéro, est le successeur d'un entier.

Si m et n sont deux entiers, on veut définir I'entier m + n, ce qu’on va faire par ré-
currence sur m. Si m = 0, on pose 0+ n = n. Si m est un entier différent de 0, m est
le successeur d’'un entier m'; I'entier m' + n a été défini par récurrence et on pose
m+ n = s(m’ + n). En termes naifs, m’' = 1+ m et la formule précédente signifie que
m+n=_01+m')+n=1+(m'+n).Celadéfinit 'addition de deux entiers arbitraires. Par
définition, on a 1 + n = s(n) pour tout entier n.

Montrons maintenant que I’addition est commutative, c’est-a-dire que m+n=n+
m. Notons & (m) la propriété : pour tout entier n, m+ n=n+ m.

La propriété &2(0) s’écrit : pour tout entier n,ona n+0 =0+ n, et 0+ n = n par
définition. Nous allons donc démontrer par récurrence sur n que n+0 = n pour tout
entier n. Pour n =0, on doit démontrer 0 = 0 + 0, ce qui est vrai. Supposons alors que
n=n+0;onaalors s(n)+0 = s(n+0) par construction. Par '’hypothese de récurrence,
n+0=n, donc s(n) +0 = s(n), ce qui montre la propriété pour le successeur de n. Par
récurrence, la propriété &7(0) est donc vraie.

Supposons que Z(m) soit vérifiée et montrons que la propriété est encore vraie
pour le successeur de m. Si n est un entier, soit 2(n) la propriété s(m) + n=n+ s(m);
nous allons encore la démontrer par récurrence! Si n =0, on a s(m) +0 =0+ s(m) =
s(m) car Z(0) est vraie. Si la propriété .2(n) est vraie, alors

s(m)+s(n) =s(m+s(n)) par définition de s(m) + s(n)
=s(s(n)+m) car #(m) est vraie
= s(s(n+m)) par définition de s(n) + m
= s(s(m+ n)) car & (m) est vraie
= s(s(m) + n) par définition de s(m) + n
=s(n+s(m)) car 2(n) est vraie
= s(n) + s(m) par définition de s(n) + s(m).

Ainsi, la propriété 2(s(n)) est vraie. Par récurrence, elle est donc vraie pour tout en-
tier n, ce qui démontre la propriété & (s(m)).

Par récurrence, la propriété &7 (m) est vraie pour tout entier m. Autrement dit, ’ad-
dition est commutative.
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Il faudrait maintenant démontrer I'associativité de I’addition, c’est-a-dire que si m,
n, p sont des entiers, on a (m+ n)+ p = m+ (n+ p). On peut le faire par récurrence, de
maniere analogue, mais un peu plus compliquée, que pour la commutativité.

Pour construire la multiplication, on utilise le fait que pour multiplier m par n, on
doit effectuer I'addition n+ n+-- -+ n, m fois. Posons ainsi, pour tout entier n, 1 x n = n.
Si m x n est défini, on définit alors s(m) x n par la formule

sim)xn=(mxn)+n.

On démontre alors par récurrence que mx n=nxm, que (mxn) x p=mx (nx p),
etc.

On peut encore utiliser le principe de récurrence pour démontrer un certain nombre
de formules classiques liant sommes et produits. Voici deux exemples.

a) Pour toutentier n, 1 +2+---+ n=n(n+1)/2.

Cette formule est vraie pour n=0,car1+---+0=0=0(0+1)/2; elle 'est aussi pour
n=1car1=1(1+1)/2.Supposons-la vraie pour n et montrons qu’elle est encore vraie
pour n + 1. De fait, on a

142+ +n+D)=0+2+-+m+n+D)=nn+1)/2+n+1)=n+1)(n+2)/2,

ce qui estla formule au rang n+ 1. Par récurrence, elle est donc vraie pour tout entier n.

) an+1 -1
b) Pour tout nombre réel a # 1 et tout entier n, 1 +a+---+a” = .
a —
. 1_ . , . .
Pour n =0, cette formule s’écrit 1 = ‘;_11, donc est vraie. Supposons qu’elle soit vraie

pour 7; on a alors

al’l+1_1 il (an+l—l)+an+l(a—l) an+1 -1
—+a"" = =

a—1 a—-1 a—1
ce qui montre qu’elle est vraie pour n + 1. Par récurrence, elle est vraie pour tout en-
tier n.

n+1 _

l+a++a™ =1+ +a"+a""! =

)

Exercices. — 1) Démontrer I’associativité de I’addition, la commutativité et I’associativité de la
multiplication.

2)a) Montrer que pour tout entier n >4, ona 2" < nl.

b) Déterminer un entier A tel que pour tout n > A, on ait 3" < nl.
3)a) Montrer par récurrence sur n les formules

nn+1 nn+1)2n+1
:% et 12+22+...+n2:%_

b) Que vaut, si n estimpair, lasomme 1+3+5+:--+n?
¢) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a

1+2+-+n

1 nn+1
Y (DR = (2D
k=0 2
4) a) Montrer que pour tout entier 7, 4" + 5 est un multiple de 3.
b) Montrer que si 10" + 7 est multiple de 9, 10”+! + 7 I'est aussi. Que peut-on en déduire ?
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§3. Larelation d’ordre

Soit m et n des entiers; on dit que m est inférieur ou égal a n, et on note m < n s’il
existe un entier u tel que n = m + u. Si m est inférieur ou égal a n, on dit aussi que n
est supérieur ou égal a m, ce qu'on note encore n > m. La notation m < n signifie que
m < n mais que m # n; de méme, la notation m > n signifie que m > n mais m # n.

La relation < vérifie trois propriétés, qu’'on résume en disant que c’est une relation
d’ordre :

a) pour tout entier m, m < m;
b) sim<netn<p,alors m<p;
c) sim<netn<m,alors m=n.

La premiere est évidente puisque m = m + 0. Démontrons par exemple la deuxieme.
Supposons que m, n, p soient trois entiers tels que m < n et n < p; par hypothese, il
existe un entier u tel que n = m+ u et un entier v tel que p = n+v. Alors, p = m+(u+v),
ce qui entraine m < p.

De méme, on peut démontrer toutes les propriétés classiques sur cette relation < :

¢) deux entiers m et n étant donnés, I'un des deux est inférieur ou égal a I'autre (on
dit que I'ordre est fotal) ;

d) soit m, n, pdesentiers;si m < n,ona m+p < n+p;inversement, si m+p < n+p,
alors m < n.

e) soit m, n, p des entiers; si m < n, alors mp < np; inversement, si mp < np et
que p # 0, alors m < n.

Il y a deux variantes du principe de récurrence qu'’il est utile de connaitre.

a) Sil’on souhaite établir une propriété & (n) a partir d'un certain rang, disons, pour
fixer les idées, pour tout entier n > 10, il suffit de démontrer 1) qu’elle est vraie pour
n=10; 2) que si elle est vraie pour un entier n > 10, elle 'est pour n + 1.

On peut se ramener au principe usuel en introduisant la propriété &’ (n) définie par « n < 10
ou A (n) est vraie ». Cette propriété est vraie pour n = 0 (car 0 < 10). Supposons qu’elle soit
vraie pour un entier n et montrons qu’elle I'est pour n+1. Si n+1 < 10, &?'(n+1) est vraie;
si n+1 =10, elle I'est encore car & (10) est vraie. Enfin, si n+1 > 10, n > 10; par hypothése,
Z(n) est donc vraie, donc & (n + 1) aussi par I'hypothése de récurrence, ce qui entraine que
P'(n+ 1) est vraie. Par récurrence, la propriété P’ (n) est vraie pour tout n. Lorsque n > 10,
cela entraine que & (n) est vraie.

b) Si 'on souhaite établir une propriété & (n) pour tout entier n > 0, il suffit de
démontrer 1) qu’elle est vraie pour n = 0; 2) que si elle est vraie pour fout entier < n,
elle est vraie pour n + 1. C’est le principe parfois appelé de récurrence forte.

Il se déduit du principe usuel : notons &7* (n) la propriété : « (k) est vraie pour tout entier
k<n».Ona *(0); etsi Z*(n) est vraie, alors &(n + 1) aussi (par 'hypothese de récurrence
forte), donc &2*(n + 1) est vraie, par définition de la propriété &2*. Par suite, &*(n) est vraie
pour tout entier n. En particulier, & (n) est vraie pour tout 7.

Une autre variante du principe de récurrence s'énonce en termes de la relation
d’ordre : toute partie non vide de l'ensemble des entiers posséde un plus petit élément.
En termes mathématiques, pour toute partie non vide A de N, il existe un entier a € A
tel que tout entier n € Avérifie n > a. Pour I'établir, nous allons démontrer la propriété
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(n) suivante : si A est une partie de N qui contient un élément inférieur ou égal a n,
alors A posséde un plus petit élément.

La propriété Z(0) signifie : si A est une partie de N contenant un élément inférieur
ou égal a 0, alors A posséde un plus petit élément. Elle est vraie, ce plus petit élément
est précisément 0.

Supposons que Z(n) soit vraie et démontrons &?(n + 1). Soit A une partie de N
contenant un élement inférieur ou égal a n+ 1. Si n + 1 est le plus petit élément de A,
on a terminé. Sinon, il existe a € Atel que a < n+1, donc a < n;'’ensemble A contient
un élément inférieur ou égal a n, donc, par 'hypothese de récurrence, un plus petit
élément. Par récurrence, la propriété & (n) est vraie pour tout entier 7.

Inversement, on peut déduire le principe de récurrence de cette variante (et des
quatre premiers axiomes). Soit en effet A une partie de N qui contient 0 et qui, si elle
contient un élément, contient son successeur. Montrons que A = N. Soit B le complé-
mentaire de A dans N, c’est-a-dire '’ensemble des entiers qui n’appartiennent pas a A.
On veut montrer que B est vide. Raisonnons par I'absurde. Sinon, B possede un plus
petit élément b. Comme 0 € A, 0 ¢ B, d’'ou b # 0. Par suite, b est le successeur d'un élé-
ment a de N. Si a € A, alors b = s(a) € A, ce qui est faux; mais si a € B, on a 'inégalité
a < b qui contredit '’hypothése que b est le plus petit élément de B.

§4. Quelques démonstrations par récurrence

Si vous devez acheter une maison ou un bien assez cher, vous devrez probablement
emprunter la somme correspondante a une banque. La banque avance alors I'argent
et, chaque mois, vous devrez payer une somme fixée (la « mensualité »). Votre capital
restant dt diminue d’autant, apres avoir été majoré des intéréts sur la somme restant
due. Intéressons-nous aux intéréts. La littérature bancaire fait en général mention d'un
taux annuel — pour un prét immobilier, il est en ce moment I'ordre de 4,5% par an.
Mais comme vous remboursez chaque mois, vos intéréts sont aussi calculés chaque
mois et le banquier doit utiliser un taux mensuel. On imaginerait a priori que ce taux
mensuel est calculé de sorte que les intéréts d'un an (en I'absence de remboursement)
correspondent au taux annuel.

Pour étre plus clair, posons quelques équations. Appelons 7, le taux annuel et 7,
le taux mensuel. En gros, 7, = 4,5/100 = 0,045. Si le capital di au 1*" janvier est C,
les intéréts accumulés en un an seront de 7, x C, d’'ou1 un capital di au 31 décembre
de (1 +1,)C. Calculons mensuellement. Au 1¢* février, les intéréts accumulés s’élevent
a 7, C, d’ou un capital da de (1 + 7,)C. Un mois plus tard, le capital di est multiplié
par (1 + 7y,), donc il vaut (1 + Tm)2C, et finalement, au bout d’un an, le capital d est
de (1 +19)'2C. (Au passage, on a omis le raisonnement par récurrence qui calcule le
terme général d'une suite géométrique...) Si le taux mensuel et le taux annuel se cor-
respondent, on arrive a I’équation

1+7a=1+17) "%
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Pourtant, ce n'est pas ce qui se passe : les banquiers utilisent systématiquement la
formule
Ta =127
Précisément, si 7, est le taux mensuel effectivement, les prospectus affichent comme
taux annuel la valeur 127y,. Se pose alors la question : est-ce pareil ? Bien s{ir, ce n’est
pas pareil et, si T, > 0 (ce qui est le cas!), on al'inégalité

1+1) 2 >1+127y,.

Autrement dit, le taux annuel que vous payez est plus élevé que celui que la banque
vous annonce. Mais c’est comme ¢a, il semble que la réglementation officielle en ma-
tiere de crédit le permette...

Dans I'inégalité précédente, le nombre 12 n’a rien a voir et nous allons montrer que
pour tout entier n > 2 et tout nombreréel x >0,ona (1+x)">1+nx.Sin=2,

1+x)%=1+2x+x*>>1+2x.

car x*> > 0. Supposons alors que I'inégalité est vraie pour 7 et calculons (1+x)"*!.Ona
d’abord

1+ =1 +x0"(1+x
par définition des puissances. En multipliant I'inégalité pour n (I’hypothese de récur-
rence) par le nombre réel (1 + x) qui est strictement positif, on obtient

A+x0"Q1+x)>10+nx)Q+x0)=0+nx)+Q+nx)x=1+n+1x+ nxz,
d’ ol
1+0" ' >1+n+Dx+nx>>1+m+Dx

puisque nx? > 0. Cela démontre I'’hypothése pour 7+ 1 et 'inégalité est vraie pour tout
entier n.

Exercices. — 1) On dispose d'un stock illimité de pieces de 3 €et de 5 €. Quels sont les montants
que I'on peut payer ?
2) Si n estun entier > 1 et x un réel dans [0, 1], montrer I'inégalité
1-nx<(l-0"<l-— %
1+(n—-1Dx

3) Soit (x5) une suite de réels dans ]0, 1[. On pose S, = x; + - -+ + x5,. Montrer I'inégalité

1-5,<1- 1- (1= < .
pnS<I=x)A=x2)...(1—xy) 155,

4)a) Déterminer deux nombres réels a et b tels que I'on ait, pour tout nombre réel x > 0,
1 a b
=—+—.
x(x+1) x x+1
b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, on a
i 1o, !
S k(k+1) T n+l

n n
5) Montrer que pour tout entier 7 > 1, on a 1_[ 4k-2) = (n+k).
k=1 k=1
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6) a) Six et ysontdeux nombres réels positifs, montrer que /Xy < (x + y)/2.
b) Montrer par récurrence sur n que si xi, ..., X2» sont des nombres réels positifs,

1/2"
)

(X1 Xpn <X+ +x00) /27",

c) Soit N > 2 etsoit xj,..., xy des nombres réels positifs. Démontrer que
G N < (o 4+ xn) IN

(inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique). Pour cela, choisir un entier n
tel que N < 2”; poser, pour N < k < 2", x. = (x1+---+xn)/N; appliquer la question précédente.

7) a) Peut-on paver un échiquier privé de deux cases diagonalement opposées par des domi-
nos (chacun recouvrant exactement deux cases).

b) Démontrer que 'on peut paver un échiquier 8 x 8 par des triominos en forme de L (re-
couvrant trois cases) de sorte a laisser vide une case quelconque prescrite a I'avance. (Rempla-
cer 8 par 2", et faire une récurrence. . .)

¢) Quels rectangles sont pavables par des triominos en forme de L? (La réponse générale
n’'est semble-t-il pas connue...)

8%) On trace n droites dans le plan; on suppose que deux d’entre elles ne sont pas paralléles
et que trois d’entre elles ne sont pas concourantes.

a) Quelle estle nombre de régions du plan qu’elles délimitent ? Combien d’entre elles sont
bornées? (Une (n + 1)-ieme droite coupe chacune des n premiéres en n points distincts; elle
traverse (n + 1) régions en les divisant en 2. Lesquelles sont bornées ?)

b) Quel est le nombre maximal de parts d'un gateau circulaire que 'on peut obtenir en n
coups de couteau ?

9) Nous allons démontrer par récurrence sur n que si, dans une salle de n personnes, il y a au
moins une fille, alors il n'y a que des filles. Notons P(n) cette proposition.

Elle est vraie pour n =1.

Supposons qu’elle soit vraie pour n, c’est-a-dire supposons que lorsqu’'une salle contient
n personnes dont au moins une fille, alors il n'y a que des filles; montrons qu’elle est vraie
pour n + 1. Considérons donc une salle contenant n + 1 personnes dont au moins une fille;
appelons-la Chantal. Faisons sortir une personne autre que Chantal, disons, Vincent. La salle
contient n personnes, dont une fille, Chantal. Par I'hypothése de récurrence, il y a donc n filles
dans la salle. On fait alors entrer Vincent, et on demande a Chantal de sortir. Dans la salle il y a
n personnes dont n —1 filles. En appliquant a nouveau I’hypotheése de récurrence, on en déduit
que la salle ne contient que des filles. On fait alors rentrer Chantal ; la salle ne contient que des
filles.

Chercher l'erreur!

10) Le jeu des tours de Hanoi est constitué de n disques de rayons distincts et de trois piquets
pouvant les accueillir. On ne peut poser un disque que sur un disque plus grand. Au début,
les disques sont empilés du plus grand au plus petit sur un des piquets; le but du jeu est de
déplacer 'ensemble sur un des deux autres piquets. Montrer que c’est effectivement possible
en 2" — 1 étapes, mais pas en moins.
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§5. Suites définies par récurrence

Ce sont les suites (de nombres entiers, réels, de points, de fonctions,...) dont chaque
terme est défini en fonction du précédent, voire des deux précédents,... Les suites arith-
métiques, définies par une relation de la forme u;,1; = u, + a, en sont un exemple. On
démontre par récurrence que u, = U+ na pour tout entier n.

De méme, les suites géométriques sont définies par une relation u,.; = au,. Le
nombre a est appelé raison, et'on a u,, = a” uy pour tout entier n.

Revenons au probleme des préts bancaires. La question, connaissant le taux men-
suel 1, le capital emprunté C et le nombre de mensualités N, est de calculer le mon-
tant M de la mensualité. Ou a l'inverse, connaissant le taux mensuel, le capital dont
vous avez besoin et la mensualité que vous pouvez payer, de calculer le nombre d’an-
nées pendant lesquelles vous devrez rembourser votre prét.

On pose Cy = C et, plus généralement, on note C, le capital restant dii au bout de n
mois. Au bout de chaque mois, la banque vous considere comme débiteur des inté-
réts mensuels sur le capital dt au début du mois mais vous crédite du montant de la
mensualité, si bien que le capital restant di au mois (n + 1) vérifie la relation

La suite (C,) est donc un mélange d’'une suite arithmétique et d'une suite géométrique.
Il y a une astuce pour ramener cette suite a une suite gé¢ométrique. Cherchons un
réel Atel que

Chy1—A=1+10)(Cr - A
En identifiant les deux relations, on obtient
Aty =M.

La suite (C,, — A) est une suite géométrique de premier terme (Cy — A) et de raison (1 +
Tm). On a ainsi, pour tout entier 7,

Cn—A=Q1+1m)" (G- A),

d’ou la formule

l+7.)"—1
Cp= (147" Co— L Tm) =1,

Tm

Si tout le capital est remboursé en N mois, on a Cy = 0 et cette formule permet de
déterminer la mensualité M. Inversement, si M est fixée, on peut trouver n tel que
C, =0; amoins d'une coincidence peu probable, on n'obtiendra pas un nombre entier
mais un nombre réel de la forme N + x avec 0 < x < 1. Cela signifie qu’on remboursera
la mensualité fixée pendant N mois, et que la dernieére mensualité sera plus faible.

Exercices. — 1) On considere une suite arithmétique (u,) de premier terme iy et de raison a
etonpose U, =up+ -+ u, = ZZ:O uy. Montrer que U, = (n+ 1) (up + %an).
2) On considere une suite géométrique (u,) de premier terme iy et de raison a et on pose

an+1_1
-1 - Quevaut Uy

encore U, = up+---+ u,. On suppose que a # 1; montrer alors que Uy, = uy
danslecasotia=1?
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3) Un récipient contient 1 dm® de riz, chaque grain faisant 1 mm3. On dispose un grain de riz
sur la premiére case d'un échiquier, deux sur la deuxieme, quatre sur la suivante, et ainsi de
suite, en doublant a chaque fois le nombre de grains. Combien de cases de I'échiquier seront
remplies lorsque le pot de riz ne contiendra plus assez de grains ? Combien en reste-t-il dans le
pot?

4) La suite (u,) est définie par u; =1/2 et u, = up—1/2nuy,—1 +1),si n > 2. Calculer u; +---+ u,
pour tout entier n. (Commencez par calculer explicitement cette somme pour de petites va-
leurs de n, conjecturez alors une formule générale que vous démontrerez ensuite par récur-
rence.)

5) Soit (u,) la suite définie par récurrence par la relation v, =3u, +2 et ug = 1.

a) Déterminer un nombre réel a tel que la suite (v,) définie par v, = u, + a soit une suite
géométrique.

b) En déduire une formule simple pour v, puis une formule simple pour u;,.

¢) Déduire de I'exercice une méthode générale pour calculer le n-iéme terme d’une suite
(u,) définie par une récurrence u,.; = au, + b, ot a et b sont des nombres réels.

6) Soit (u,) la suite définie par récurrence par vy =1 et U, = Uy +2n+3 pour n > 0.

a) Démontrer que pour tout entier n, on a u,, > n’.

b) On définit une suite (v,) en posant, pour tout entier n, v, = u,+1 — Uy. Calculer v,4; en
fonction de v, puis exprimer v, en fonction de n.

c) Calculer u; en fonction de n.
7) On définit une suite (u,) en posant ug =1et,si n >0, uy1 = uy/ (1 + uy).

a) Montrer que 'on a u, > 0 pour tout entier n.

b) Montrer que la suite (1/u;,) est arithmétique.

¢) Calculer u, pour tout entier n.

8) Les taux d’intérét (TEG annuel) des crédits a la consommation sont en 2005 de 'ordre de 8%
pour des préts d'une durée de 5 ans. Vous souhaitez acheter une Logan (7500 €) ; votre revenu
mensuel est de 1200 € et 'organisme de prét exige un endettement inférieur a 30%.

a) Quel estle nombre minimal de mensualités dont vous devrez vous acquitter ?

b) Quel est le cott total de votre crédit si vous souscrivez un tel crédit? et si vous décider
de rembourser pendant 5 ans ?

9) Un ingénieur au revenu mensuel de 3000 € décide d’acheter une maison; le taux d’endette-
ment que lui autorise son organisme de crédit est 1/3, le taux d’'intérét du moment est 3,5%.

a) De quelle somme peut-il disposer s’il décide de souscrire un prét d'une durée de 10 ans ?
de 20 ans?

b) Quel est le cofit total du crédit (pour 100000 € empruntés) ?

c) En 1995, les taux d’intéréts étaient plutdt de I'ordre de 8,5%. Répondre aux questions
ci-dessus.

10) a) Dans un prét, calculer la somme totale S payée par le débiteur en fonction du nombre
de mensualités, du taux mensuel et du capital emprunté. Avec MAPLE, tracer la fonction N — S
(on fixera une valeur numérique de 7, et C =1).

b) Avec MAPLE (ou un tableur), produire un tableau de remboursements en donnant, mois
par mois, la part d’intéréts dans la mensualité et le capital restant dii.

¢) Une banque permet de rembourser une partie du prét par anticipation, moyennant des
frais de dossier. Le client de la banque a-t-il intérét a rembourser partiellement son prét? (La
réponse dépend du taux, du capital restant d{i, des frais de dossier et du montant du rembour-
sement exceptionnel. Ecrire un programme qui fait I'ensemble des calculs.)



CHAPITRE 2

COMBINATOIRE, PROBABILITES

Il est dommage de consacrer un cours aux nombre entiers sans passer un peu de
temps a leur vocation premiere : compter, c’est-a-dire dénombrer.

Dans de nombreuses formules, on aura besoin d’utiliser la fonction factorielle qui
est définie comme suit. La factorielle d'un entier positif ou nul n est le produit de tous
lesentiersdelan.onall=1,21=1x2=2,3!=1x2x3 =6, etc. Plus généralement,

nl=1x2x---x(n—-1)xn=nxmn-1".

On pose aussi, par une convention pratique, 0! = 1. Je rappelle aussi que n! se prononce
factorielle n.

§1. Rappels (sic) de théorie des ensembles

Il est hors de question dans ce cours de fonder rigoureusement la théorie des en-
sembles et nous nous contenterons des quelques définitions qui suivent.

1.1. Ensembles et éléments. — On écrit x € A et on prononce « x appartient a A» pour
dire que x est un élément de I'ensemble A. Deux ensembles qui ont les mémes élé-
ments sont égaux; en particulier, il n'y a dans un ensemble ni ordre ni répétition d’élé-
ments. Lensemble vide, noté & ou {}, n'a pas d’élément. On écrit A< B et on prononce
« Aestinclus dans B» pour dire que tout élément de A appartient a B; on dit aussi que
Aest une partie de B. On a donc A c A (tout élément de A appartient a A) et & < A. Si
AcBetBcC,alors AcC.Si Ac Bet Bc A, alors A= B:la premiere inclusion dit que
tout élément de A est un élément de B, 'autre que tout élément de B est un élément
de A, si bien que A et B ont les mémes éléments.

La réunion de deux ensembles A et B est I'ensemble, noté AU B (on prononce « A
union B»), dont les éléments sont ceux qui appartiennent a Aou a B. Lintersection de
deux ensembles A et B est 'ensemble formé des éléments qui appartienennt a la fois
a Aeta B; onlenote An B (« Ainter B»). Ces définitions se généralisent sans peine a
plus de deux ensembles. On dit que A et B sont disjoints sil’'ona AN B = &, c’est-a-dire
si Aet Bn’ont aucun élément en commun.

Si, par exemple, A={1,2,3}, B=1{3,4letC={1,4},ona AnB=1{3}, AUB=AuC =
{1,2,3,4}, AnC={l}et AnBNC=g.



16 CHAPITRE 2. COMBINATOIRE, PROBABILITES

Un couple est la donnée de deux éléments, dans un ordre déterminé. Un couple
(a, b) adonc une premiere coordonnée, a savoir a, et une seconde coordonnée, b. Deux
couples (a, b) et (a', b) sont égaux si et seulement si a=a’ et b= b'. Si Aet Bsont des
ensembles, il existe un ensemble, qu'on note Ax B, et dont les éléments sont les couples
(a, b), ou a est un élément de A et b un élément de B.

1.2. Applications. — Soit A et B des ensembles. Une application f de A dans B est
la donnée, pour tout élément a de A, d'un élément de B qu'on note f(a). On écrit
f:A—= B, a— f(a).Si b= f(a), on dit que b est I'image de a par f, et que a est un
antécédent de b par f.

Lapplication identité de A dans A associe a tout a € Alui-méme; on la note Id 4.

Soit f: A— Bet g: B— C des applications. On définit I'application go f: A— Cen
posant (go f)(a) = g(f(a)) pour tout a € A.

Le graphe de f est 'ensemble des couples (a, f(a)), pour a € A; c’est une partie
de Ax B. Si S est une partie de A, 'ensemble des f(a), pour a € S est une partie de B
qu’'on appelle I'image de S par f et qu'on note f(S). Si T est une partie de B, ’ensemble
des a € Atels que f(a) € T (I'ensemble des antécédents des éléments de T) est une
partie de A qu’on appelle I'image réciproque de T par f et qu'on note (7).

DEFINITION 1.3. — Soit f: A— B une application. On dit que f est injective si des élé-
ments de A distincts ont des images distinctes par f.

Cela revient a dire que tout élément de B a au plus un antécédent par f. Supposons
en effet que f soitinjective. Soit b € B et montrons que b a au plus un antécédent par f.
Sinon, il existe a € Aet a’' € A, avec a # a, tels que b = f(a) et b= f(a'). Alors, a et a’
sont des éléments distincts de A tels que f(a) = f(a’), ce qui contredit '’hypothese que
f est injective. Inversement, supposons que tout élément de B ait au plus un antécé-
dent et montrons que f est injective. Soit a et a’ des éléments de A, avec a # d/, et
montrons que f(a) # f(a). Sinon, f(a) est un élément de B qui a deux antécédents, a
eta.

Variante. Uapplication f est injective si et seulement si, pour tous a, a' € Atels que
fla)=f(d),onaa=ad.

Une démonstration qu'une application f: A — B estinjective commencera ainsi par
une phrase « Montrons que f est injective. Soit a, a’ € A tels que f(a) = f(a’); mon-
trons que a=a’.»

Exemples. Lapplication f: N — N, n— n3+ n est injective. (Soit n, m € N tels que
f(n) = f(m); montrons que n=m. On a

0=f(m)—fm) =m3+n)—m*+m)=n>-—md)+(n-—m) = (n-m)(n*+nm+m?+1).

Comme n2+nm+m2+1>0,0nan: m.)
Lapplication g: R — R, x — x? n’est pas injective car 1 et —1 ont méme image par g ;
autrement dit, 1 = 12 = (—=1)? a deux antécédents par g.

DEFINITION 1.4. — On dit qu'une application f: A — B est surjective si tout élément
de B a (au moins) un antécédent. Cela revient a dire que f (A) = B.
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Lapplication f: R — R, x — x>, est surjective. Mais pas 'application g: R — R, x —
x2.

Lapplication f: R— Ry, x — x? est surjective (tout nombre réel positif a une racine
carrée), mais pas injective.

DEFINITION 1.5. — On dit qu'une application f: A — B est bijective si elle est a la fois
injective et surjective.

Cela revient a dire que tout élément de B a un antécédent et un seul par f. Si f est
bijective, I'antécédent d’'un élément b € B est noté f~!(b). Ona fo f~! =1dp : pour
tout b € B, f~1(b) est un antécédent de b par f,donc f(f 1 (b)) = b.Ona flof =1d,:
pour tout a € A, f~!(f(a)) est 'unique antécédent de f(a) par f; comme a est un
antécédent, ona f~1(f(a) = a.

Lapplication f~! est bijective ; on'appelle la bijection réciproque de f.Si T est une
partie de B, I'ensemble f~!(T), image réciproque de T par f, est aussi égal a 'image
de T par f~L.

Exemples. Lapplication f: Ry — Ry, x — x? est bijective : tout nombre réel positif
ou nul est le carré d’'un unique nombre réel positif ou nul, sa racine carrée. La bijection
réciproque de f est 'application g: Ry — R; donnée par x — /x.

PROPOSITION. — Soit f: A— Betg: B— C des applications.
a) Sif et g sontinjectives, go f est injective.
b) Sif et g sont surjectives, go f est surjective.
c) Sigo f estinjective, | est injective.
d) Sigo f estsurjective, g est surjective.

Démonstration. — Démontrons l'assertion c). Supposons que g o f soit injective et montrons
que f l'est aussi. Soit a et a’ des éléments de A tels que f(a) = f(a') et montrons que a = a'.
Onag(f(a)=g(f(a)), c'est-a-dire (go f)(a) = (go f)(a’). Comme go f est injective, on a alors
a=a'.

Les autres propriétés sont laissées en exercice. O
1.6. Ensembles finis, cardinal. — Si n > 1, notons F, 'ensemble {1,...,n}; on pose
K =0.

LEMME. — Soit n et m des entiers naturels et soit f : F, — F,, une bijection. Alors, n =
m.
Démonstration. — Montrons ce lemme par récurrence sur 7.

Pour n=0,si f: & — F,;, est une bijection, et si m > 1, on a 1 € F,;;, mais 1 n'a pas d’antécé-
dent dans @ (un antécédent serait un élément de I'’ensemble vide). Cela montre que m = 0.

Supposons le résultat vrai pour 7 et soit f: F;,.; — F;; une bijection. Posons a = f(n+1) et
définissons une application g de F,, sur lui-méme en posant g(x) = x pour x < a, g(a) = m, et
g(x) =x—1pour a+1 < x < m. Cette application est bijective, 'unique antécédent de x étant
lui-mémesi x < a, x+1sia< x<m-1,etasix=m. Lapplication h = go f: F,y1 — F,
est bijective et vérifie h(n + 1) = g(a) = m. On en déduit que sa restriction a F;, définit une
application injective de F,, dans F,,_;. Par récurrence, n = m—1, donc n+1 = m, ce qu'’il fallait
démontrer.
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Le lemme est ainsi démontré par récurrence. O

On dit qu'un ensemble A est fini s’il existe un entier n > 0 et une bijection de F;,
sur A. Autrement dit, un ensemble est fini si et seulement si on peut numéroter ses
éléments, en partant de 1 et en s’arrétant a un certain entier n. Cet entier 7 ne dépend
quede A:si f: F, — Aet g: F,, — Asont des bijections, g~! o f est une bijection de F,
sur Fy,, donc n = m d’apres le lemme. Intuitivement, cela dit que si on numérote les
éléments de A de deux facons différentes, on s’arréte en tout cas au méme point.

Cet entier est appelé le cardinal de A; on le note card A ou | A|. Le cardinal de I'en-
semble vide est 0, celui d'un singleton 1, etc. Deux ensembles finis qui sont en bijection
ont méme cardinal. Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

§2. 1l est toujours bon d’avoir des principes

Deux principes généraux permettent d’évaluer le cardinal d'un ensemble : le prin-
cipe des bergers et le principe d’inclusion-exclusion.

2.1. Partitions. — Soit A un ensemble et soit n un entier > 1. On dit que des parties
Aj,..., A, forment une partition de A si tout élément de A appartient a un et un seul
des A;. Cela signifie que les parties A;,..., A, sont deux a deux disjointes (elles n’ont
aucun élément en commun) et que leur réunion est égale a A.

PRINCIPE DES BERGERS. — Soit X un ensemble fini et soit (A;)1<<m unepartition de X,
c'est-a-dire que chaque élément de X appartient a un des ensembles A; et un seul. Alors,

m
cardX = Z card A;.
i=1

Pour compter les éléments de X, il suffit de compter les éléments de chaque pa-
quet A; et de sommer les entiers obtenus.

Soit X un ensemble fini et A une partie de X. On a card A < card X ; I'égalité entraine
que A = X. Posons en effet B= X\ A (C’est le complémentaire de A dans X, c’est-a-
dire I'’ensemble des éléments de X qui n’appartiennent pas a A). Par définition, A et B
forment une partition de X. On a donc card X = card A+ card B, donc card A < card X.
Sicard A=card X, card B=0donc B= @.

Variante. Soit f: X — Y une application entre ensembles finis. Si f est injective,
cardX < cardY; si f est surjective, card X > card Y. Dans les deux cas, 1'égalité en-
traine que f est bijective.

En particulier, si X est un ensemble fini et f: X — X une application, les trois pro-
priétés a) f estinjective; b) f est surjective; ¢) f est bijective; sont équivalentes. Ceci
est faux si X est infini. On remarquera par exemple que I'application f: N — N défi-
nie par f(n) = 2n est injective mais pas surjective : son image est formée des nombres
pairs.

Cardinal du produit. Si X et Y sont deux ensembles finis, le cardinal de I’ensemble
produit X x Y est égal a card X x card Y. En effet, les parties X x {y} de X x Y forment
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une partition de X x Y. Chacune de ces parties est en bijection avec X, donc est de
cardinal card X. Comme il y a card Y telles parties, on a card(X x Y) =card X x card Y.

Cardinal de l'ensemble des fonctions de X dans Y. Si X et Y sont deux ensembles
finis, montrons que le cardinal de I'’ensemble .% (X, Y) des applications de X dans Y
est égal a (card V)X Le plus simple est de le démontrer par récurrence sur le car-
dinal de X. Si X est vide, il y a une seule application, de graphe vide (bof...). Si X est
un singleton {a}, une application X — Y est déterminée par I'image de a. On a donc
card.Z (X, Y) = card Y = (card Y)°¥4X dans ce cas. Supposons que cette formule soit
vraie pour tout ensemble de cardinal < n et montrons la pour un ensemble X de car-
dinal n. On pose X’ = X\ {a}, ou1 a est un élément fixé de X. Pour se donner une appli-
cation de X dans Y, il faut d’'une part fixer I'image de a et d’autre part se donner une
application de X’ dans Y. Cela fait (card Y) x (card Y)"~! = (card Y)" applications, d’ot1
I'assertion voulue par récurrence sur n. Plus rigoureusement, définissons, si y € Y, une
partie .#, de . (X, Y) comme 'ensemble des f: X — Y tels que f(a) = y. Ces parties
Z, forment une partition de .% (X, Y); chacune est en bijection avec .7 (X',Y), donc
de cardinal (card Y)*4X-1 Comme il y a (card Y) parties, le cardinal de .7 (X, Y) vaut
bien (card Y)c2dX,

Comme conséquence du principe des bergers, on a le principe des tiroirs (utilisé
pour la premiére fois par P. L. Dirichlet a la fin du x1x°® siécle) : « si une commode de
trois tiroirs contient quatre paires de chaussettes, I'un des tiroirs en contient au moins
deux. »

PRINCIPE DES TIROIRS. — Soit X un ensemble fini et soit (A;)1<i<m une partition de X.
Sicard X > m, une des parties est de cardinal > 2.

PRINCIPE D’INCLUSION-EXCLUSION. — Soit X un ensemble fini, soit A et B deux parties
de X. Alors,

card(Au B) = card A+ card B—card(An B).

En effet, pour compter les éléments de AU B, il faut compter ceux de A et ceux de B.
Ce faisant, ceux de An B ont été comptés deux fois, d’ot1 la formule.

Exercices. — 1) a) Au mois de janvier, Anatole a pris ses repas de midi au Restau U. Il y a
mangé 17 fois de la pizza et 25 fois de la glace. Montrer qu’il a mangé de la pizza et de la glace
au cours d'un des repas.

b) Dans une classe de 35 éleves, chaque étudiant doit apprendre au moins une des deux
langues, anglais ou allemand. 25 étudient I’anglais et 20 apprennent les deux langues. Combien
d’éléves étudient I'allemand ?

¢) Hier soir, sur 100 francais, 95 ont regardé le journal télévisé, 85 ont regardé le film qui
suivait et 70 se sont couché de bonne heure. Combien de francais (au moins) se sont couchés
tot apres avoir regardé le journal et le film ?
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2) Le principe d’inclusion-exclusion donne lieu a des inégalités : si Aj,..., A, sont des parties
d'un ensemble X, montrer par exemple que

Y 1Al =) |AinAj| <
i i#j

A <D 14l
i i

Généraliser.

3) On considére n objets de différentes couleurs. Si a est un entier tel que a < v n— 1, montrer
que I'on peut trouver ou bien a + 1 objets de la méme couleur, ou bien a + 1 objets de couleurs
toutes différentes.
4) Dans un groupe de 6 personnes, deux personnes quelconques ou bien s’aiment, ou bien
se détestent. Montrer que I'on peut en trouver 3 qui sont amis, ou 3 qui sont mutuellement
ennemis. (Fixer une personne Anatole; parmi ses 5 relations, Anatole a (au moins) 3 amis, ou 3
ennemis. Si Anatole a trois amis et que deux d’entre eux sont amis, le résultat est obtenu. Sinon...)
5%) 1958 points sont reliés deux a deux par un segment d’'une couleur parmi 6. Montrer qu’il
existe un triangle dont les trois cotés sont de la méme couleur.

§3. Triangle de Pascal

Soit X un ensemble fini, de cardinal n.
Notons & (X) I'ensemble des parties de X.

PROPOSITION. — Sicard X = n, le cardinal de & (X) est égal a2".

Intuitivement. Supposons que X = {1,..., n}. Pour construire une partie A de X, on
peut décider si 1 € A ou pas, d’ou deux choix. Puis deux nouveaux choix pour décider
si 2 € Aou pas, et ainsi de suite.

Une version « fonctionnelle » de la démonstration intuitive. Il revient au méme de
se donner une partie A de X que de se donner sa fonction indicatrice y 4 définie par
xa(x) =1si x e Aet ya(x) = 0 sinon. Lensemble des fonctions indicatrices est I'en-
semble des fonctions de X dans {0, 1} ; il est donc de cardinal 2¢214X

Par récurrence. Soit a un élément fixé de X et posons Y = X\ {a}, de sorte que
cardY = n — 1. Par récurrence, 'ensemble Y posséde 2”1 parties. Parmi les parties
de X, certaines contiennent a et d’autres non. Une partie Ade X qui contient a est de la
forme {alUB, ou B = A\{a} estune partiede Y ;ilya 2n-1 parties Bde Y, d’ou on-1 par-
ties de X qui contiennent a. Une partie Ade X qui ne contient pas a est une partiede Y';
ily en adonc 2”1, Finalement, 'ensemble X posséde exactement 2”1 +2"~1 = 2" par-
ties.

Notons maintenant &, (X) 'ensemble des parties de X dont le cardinal est exac-
tement p. Si p < 0 ou si p > cardX, on a évidemment gzp(X) = ¢. Une seule partie
de X est de cardinal nul (la partie vide), une seule partie de X est de cardinal card X, X
lui-méme.

Si n = cardX, le cardinal de Z,(X) est noté C},, ou (Z) avec les notations anglo-
saxonnes. On l'appelle le nombre de combinaisons (sans répétition) de p éléments
parmi n. OnaainsiCZzOsip<00up> netC%:CZ: 1.
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1l est commode d’étudier en méme temps le nombre A d’arrangements de p élé-
ments parmi 7, un arrangement étant la donnée de p éléments distincts numérotés
de 1 a p. C’est aussi le nombre d’applications injectives de {1, ..., p} dans {1,..., n}.

Tout arrangement définit une combinaison (on oublie la numérotation) et le
nombre d’arrangements qui définissent une combinaison donnée est précisément
égal au nombre de numérotations possibles d'un ensemble a p éléments. Autrement
dit,

ch = A—g.

Ap

Calculons A}, c'est-a-dire comptons le nombre de suites d’entiers distincts
(x1,...,Xp) avec x; € {1,..., n}. On a n choix pour x;, il reste alors n — 1 choix pour xy,
puis n — 2 choix pour x3, etc. et finalement n — p + 1 choix pour x,. Ainsi,

p n!
Ap=nn-1)...(n—-p+1)= m
En particulier,
Ap=pl
d’ot1'on déduit
ch= L, o< p< .
pl(n—-p)!

Soit X un ensemble de cardinal n et cherchons a évaluer le nombre de parties a p
éléments de X. Supposons n > 1 et soit a un élément de X. Une partie A< X de cardi-
nal p peut contenir a, A\ {a} est alors une partie de X \ {a} de cardinal p — 1. Elle peut
aussi ne pas contenir a auquel cas c’est une partie de X \ {a} de cardinal p. Il en résulte
que

ch=cll+c’ 0o<p<n-1.

n—1’

On dispose classiquement les nombres de combinaisons C?, come un tableau trian-
gulaire ou n est I'indice de ligne et p I'indice de colonne, supposé tel que 0 < p < n,
tous les autres nombres étant nuls :

1

11

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 510 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

chaque nombre est ainsi la somme de celui qui est au-dessus de lui et de celui qui est
a sa gauche. Ce triangle est souvent appelé triangle de Pascal bien qu’il figure dans
des textes chinois du vi° siecle, que Pascal le présenta a demi-renversé (Triangulus
arithmeticus (1654), in (Euvres completes, Bibliothéque de la Pléiade, 1998, p. 174).



22 CHAPITRE 2. COMBINATOIRE, PROBABILITES

FORMULE DU BINOME DE NEWTON. — Si a et b sont deux nombresréelsetn >0, ona

n
(a+b)"=) ChaPb"P.
p=0

Pour cette raison, les coefficients C!, sont appelés coefficients binomiaux.

On peut la démontrer de maniere combinatoire : si I’on développe le produit (a +
b)(a+ b)...(a+ b), on doit compter le nombre de termes a” b"P. 1l y en a exactement
CP car on doit choisir les p facteurs dans lequel on multiplie a, et multiplier b dans
les n — p autres.

On peut aussi le démontrer par récurrence : la formule est vraie pour n =0 car (a +
n=1= Cg a®bP. Elle est vraie pour n = 1 car elle s’écrit alors (a+ b =a+h. Supposons
la vraie pour n. Alors,

n
(a+b)"' =(a+b)a+b)"=(a+b)() Cha’b"P)
p=0
n n
=(Y chaP*'p"P)+ (Y ChaPp"t!7P)
p=0 p=0
n+l 1 n
=(Y. ¢l a®p™ 1) + (). Chatp"*1 )
gq=1 q=0

n
-1 _
— bn+1+ Z CZ aqbn+1 q+an+1
q=1

n

_1 _

=a" + ™+ Y (Ch +Ch)alp
g=1

n+1 q 1
_ qnt+l-q
- Z Cn+la b :
q:

La formule est ainsi vraie pour tout entier n.

Exercices. — 1)a) Soit X et Y deux ensembles finis. Combieny a-t-il d’applications injectives
de X dans Y ? (La méme question avec « surjectives » est naturelle, mais plus difficile.)

b) Estimer le nombre d’applications injectives de {1,...,30} dans {1,...,365}. Sur une classe
de 30 éleves, quelle est la probabilité que deux éleves soient nés le méme jour ? (Paradoxe des
anniversaires)

2)a) Démontrer la relation Ch, = CZj +CZ_1 pour n > p > 1 en utilisant la formule qui calcule
CP aTlaide de factorielles.

b) Inversement, al’aide de cette identité, démontrer par récurrence la formule qui calcule
ch.

3)a) Démontrer de deux fagons la formule C}, = ECZ:} pournz=p>1.

b) Démontrer de deux facons que C, = C, 7.

4)a) ATaide de la formule du binéme, démontrer que

Cl+Ch+--+Clycl=2m,
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n
b) Calculer de méme Z (-1)PCPh.

p=0
n n n
) Calculer Y pChet Y p(p-1)Ch.En déduirelavaleurde ) p*Ch.
p=1 p=2 p=1

d) Retrouver la question précédente en dérivant (une puis deux fois) la formule du bin6me

pour (1 + x)".
n
5)a) Endéveloppant (1+ X2 = (1+x)"(1+x)", montrer que an = Z (C,’;)Z. (Remarquer que
p=0

ch=c,?)

b) Donner une interprétation combinatoire de la formule précédente.
6) Onpose F, = ) Cﬁ_p =C%+ C}l_l + Ci_z +.... (Le dernier terme est Cg si n = 2p est pair,

p<n/2

et CZH sin=2p+1 estimpair.)

a) Calculer iy, I, B,..., Fs.

b) Montrer que F,,+1 = F, + F,,—1 (suite de Fibonacci).

7) Une combinaison avec répétition de p éléments parmi n est une liste de p éléments
de {1,...,n}, non nécessairement distincts, et oi1 I'ordre n’intervient pas. On note R}, leur
nombre.

a) Montrer que I'on a RZ = RZ_I +Rz_l sin>1etp > 1. Montrer aussi R% =1, R}l =net
R’le,pourn}l,p} 1.

b) En déduire par récurrence que R}, = CZ ip-1-

¢) (autre méthode) On associe a une partie a n—1 éléments de {1, ..., n+p—1} une combinai-
son avec répétition de la facon suivante : si cette partie est formée de n—1 entiers x; < --- < x,,_1,
on choisit (x; — 1) fois 'entier 1, (x; — x; — 1) fois 'entier 2, etc., (x,,—1 — x,—2 — 1) fois 'entier n—1
et pour finir (n+ p — x,-; — 1) fois 'entier n. Montrer que cela définit une application bijective
et en déduire la formule de la question précédente.
8) Un ordinateur (par exemple) ne sait calculer que le produit de deux facteurs et on s’inté-
resse au nombre de facons K;, d'introduire des parentheses dans le produit x; x, ... x,, de sorte
a pouvoir le calculer. Si n = 2, c’est un produit de deux facteurs, donc K, = 1, mais on a K3 =2
correspondant aux parenthésages x; (x,x3) et (x; x2)x3, de méme que K; =5 avec les parenthé-
sages

(x1x2) (x3x4), ((x1x2)X3)X4), (X1(x2x3))Xs, X1((X2X3)X4), et Xy(x2(x3x4)).

a) Dansun parenthésage, le dernier produit quel'on calcule estle produit de deux facteurs:
le sous-produit des p premiers, et celui des n — p derniers. En déduire que

n-1
Kn= ) KpKy_p.
p=1

1
b*) Montrer que K;, = ;C%}z.

§4. Probabilités

(Paragraphe non enseigné en 2004-2005)
Une probabilité sur un ensemble fini Q est une application p: Z(Q) — [0,1] qui
associe a toute partie Ade Q sa probabilité p(A) de sorte quel'on ait p(&) =0, p(Q) =1,
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et p(AU B) = p(A) + p(B) si A et B sont deux parties disjointes de €. Si A et B sont
deux parties quelconques de Q, posons C = AnB, A = A\C et B'= B\ C. On a alors et
p(AUB) = p(AUB') = p(A)+ p(B’) car Aet B’ sont disjointes. De plus, p(B) = p(B)+p(C).
Il en résulte

p(AUB) + p(An B) = p(A) + p(B).

Dans le langage des probabilités, 'ensemble Q) est appelé univers et ses parties évé-
nements. Des événements définis par des parties disjointes sont dits incompatibles.
Les singletons sont parfois appelés événements élémentaires. Notons Q = {x1,..., XN} et
pi = pUx;}).Si A= {x;,...,x;,} estun événement. de cardinal m, on a alors

m m
pA =) pxi)=) pi.
j=1 j=1
En particulier,

N
1=p@ =) pi
i=1

Autrement dit, la probabilité est déterminée par les probabilités des événements €élé-
mentaires, astreintes a étre de somme 1.

La probabilité uniforme sur Q est définie par p({x} = 1/cardQ pour tout x de Q.
Alors, p(A) = card A/ cardQ pour toute partie Ac Q.

Supposons qu’'on sache qu'un événement A s’est produit. Alors, ’ensemble proba-
bilisé 2 ne modélise plus tout a fait la réalité, puisque il continue a contenir des événe-
ments — tels le complémentaire de A— qui n’ont plus aucune chance de se produire.
On est ainsi amené a définir la probabilité conditionnelle suivant A : elle est définie a
condition que p(A) # 0 par la formule

p(Bn A)
p(A)

On l'interpréte comme la probabilité de I’événement B sachant que A se produit.

On dit que deux événements A et B sont indépendants si p(An B) = p(A) p(B). Cela
signifie que savoir que A se produit ne change rien a la probabilité pour B de se pro-
duire.

Regardons un exemple, pour lequel on tire successivement deux dés. On représente
cela par'ensemble d’événements Q = {1,2,3,4,5, 6}2 dont les éléments sont les couples
(a, b) correspondant a la valeur du premier dé et a celle du second. La probabilité d'un
couple donné est %.

Les événements {a = 1} et {b = 1} sont indépendants : chacun a probabilité % = %, la
probabilité de leur intersection est %.

Les événements A= {a < 3} et B= {a+b > 7} ne sont par contre pasindépendants. La
probabilité du premier est % = % L'événement {a + b > 7} se produit dans les cas (6, b)
avec b quelconque, (5, b) avec b > 2, etc. jusque (1, b) avec b =6,d’ou 6+5+4+3+2+1 =
21 cas. Sa probabilité est ainsi de g—é = % L'événement intersection correspond aux
tirages (1, b) avec b =6, (2,b) avec b > 5 et (3, b) avec b > 4 et ces 6 tirages ont donc
probabilité % = %. On constate que p(A)p(B) = % = % alors que p(AnB) = % 4

p(BlA) =

1 =4
2 T2
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La probabilité pour B de survenir sachant que A est arrivé est ainsi p(B|A) = p(AN
B)Ip(A) = % Intuitivement : comme la valeur de a est petite, on a moins de chance
d’obtenir une valeur de a + b qui soit au moins 7.

Une des applications des probabilités conditionnelles est en statistique. Imaginions
que vous écoutiez la météo chaque soir et que vous notiez la prévision (disons, enso-
leillé, nuageux, ou changeant) ainsi que le temps qu’il a effectivement fait (beau ou
mauvais). Les données que vous avez recueillies sont résumées dans le tableau :

ensoleillé nuageux changeant
beau temps 0,8 0,1 0,1
mauvais temps 0,4 0,4 0,2

qui signifie que sur tous les jours ou il a fait beau, la météo a prévu un temps ensoleillé
8 fois sur 10, un temps nuageux ou changeant une fois sur 10. Vous avez aussi remarqué
qu'’il fait beau 9 fois sur 10 (cela se passe dans un pays imaginaire!). La météo prévoit
du beau temps pour demain. Comment estimer la probabilité qu'il fera effectivement
beau ? Appelons E, N, C les événements correspondant aux prévisions d'un temps en-
soleillé, nuageux, changeant, et B, M I’événement correspondant a un beau ou a un
mauvais temps. Le tableau ci-dessus signifie donc que p(E|B) = 0,8, etc. On veut cal-
culer a I'inverse p(B|E), la probabilité qu’il fasse beau sachant que la météo prévoit un
temps ensoleillé.

Ona p(B) =0,9 et p(M) =0,1. Par ailleurs, les probabilités conditionnelles résumées
par le tableau s’écrivent p(En B) = 0,8p(B), p(NNB) =0,1p(B), p(Cn B) =0,1p(B), et
aussi p(ENM) =0,4p(M), p(NNM) = 0,4p(M) et p(Cn M) = 0,2p(M). Par suite, on
connait p(ENB) = 0,72 et p(EN M) =0,04. Comme En B et EN M sont des événements
incompatibles et que leur réunion est E, on a

p(E) = p(ENB) + p(EN M) = 0,72 + 0,04 = 0,76.

Finalement,

p(BNE) 0,72
p(E) 0,76

On peut donc estimer a 95 chances sur 100 la probabilité qu’il fera effectivement beau.
Plus généralement :

p(B|E) = 0,95.

FORMULE DE BAYES. — Soit Ay,..., A, une partition de Q) avec p(A;) > 0 pour tout i.
Soit E un événement quelconque de probabilité p(E) > 0. Alors,
p(A;)p(E|A;)

X7 PA)PEIA)) '

p(A|E) =

C’est plus simple que ¢a n’en a 'air. Par définition, p(A;)p(E|A;) = p(En Aj). La
somme au dénominateur du second membre est donc la somme des probabilités
des événements incompatibles EN A; dont la réunion est E. Le dénominateur vaut
donc p(E). Le numérateur vaut lui p(E N A;). Le second membre est donc égal a
p(En A;)/ p(E) = p(A;|E), ce qu’il fallait démontrer.

L utilisation de cette formule est la suivante. Les événements A; correspondent a des
événements «réels » (le temps qu'il fait, le fait qu’on soit malade ou pas, qu’'une piéce
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soit correctement usinée, etc.) et 'événement E est le résultat d'un test qui n'est pas
totalement fiable (prévision météo, test de vaccination, controle aléatoire dans une
chaine de production, etc.). Les probabilités p(E|A;) représentent la fiabilité du test E :
ce que dit E sachant que A; se produit. Les probabilités p(A;) sont inconnues en gé-
néral, mais peuvent étre estimées sur une grande échelle (observations du temps, épi-
démiologique, etc.). La formule permet de calculer une estimation de la probabilité
qu’'on soit dans le cas A; sachant que le test E est positif.

Intéressons-nous maintenant a un jeu ou I’on reproduirait un grand nombre de fois
une expérience aléatoire, chacune étant effectuée de maniere indépendante des pré-
cédentes.

On peut par exemple procéder a n tirages a pile ou face successifs, indépendants.
On représente ceci par I'univers Q = {P, F}"* avec la probabilité uniforme (la piece n’est
pas pipée). La probabilité d’obtenir p fois face est alors égale a C,/2". Le nombre de
fois que I'on obtient face est compris entre 0 et 7. On retrouve ainsi la formule

n
2"=3% C.
p=0

Supposant qu'on gagne 1€ a chaque tirage P (et qu'on ne perde rien sinon), combien
pouvons-nous espérer gagner 2 Comme la situation est symétrique, la réponse est alors
claire : n/2 euro. En effet, un joueur symétrique qui gagnerait 1 € a chaque tirage F peut
espérer gagner la méme somme. A nous deux, nous gagnons a chaque coup, donc 7 €,
que nous devons nous partager...

Que se passerait-il si le jeu était truqué ? Imaginons donc une piece pipée qui tombe
sur P avec probabilité et sur F avec probabilité 1 — . La probabilité d’obtenir p
fois pile est égale a ), = CPrP(1 —m)" P : les cas favorables sont les parties a p élé-
ments de {1,..., n}; chacun de ces cas apparait avec probabilité n” (1 — 7)""P. Puisque
le nombre de pile apparues est compris entre 0 et 7, on obtient la formule :

n
1=) ChaPQ-m"P,
p=0

autrement dit, une interprétation probabiliste de la formule du bin6me de Newton !
Quelle est 'espérance de gain : 0 avec probabilité (, 1 avec probabilité 7y, etc., d’'otu

n n
G=) pn,=)Y ChpnP(1-m"P.
p=0 p=0

Rappelons que pC} = nCZ:i, si 1 < p < n. Ainsi, comme le terme correspondant a p =
0 estnul, on a

n
G= Z nCZ:iﬂ”(l -m)"P
p=1

n
_1 _ _
=nn Z CZ_IJTP lqa-mnp
p=1
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n—1
=nn Y Ck_ a*q-mn1-k
k=0

)n—l —

=nn(m+(1-m) nim.

On peut ainsi espérer gagner nr.

Quelle est 'espérance de gain sil’on gagne 1 € lorsque P tombe, mais qu’on en perd
un autre si c’est F qui apparait. On interpréte ce nouveau jeu comme : miser 1 € a
chaque coup, et en gagner 2 si P tombe. L'espérance de gain estdonc —n+2nn = n(2n—
1).Sim =1/2,elleestnulle; sim > 1/2,1a piéce est truquée en notre faveur, donc on peut
espérer s’enrichir; si au contraire, ce qui est probable, 7 < 1/2, on ferait mieux d’arréter
rapidement de jouer.

Exercices. — 1) a) Quelle est la probabilité d’avoir deux dés identiques en lancant deux dés ?
en lancant trois dés?

b) Au Yam, votre deuxieme lancer vous fournit 2, 3, 3, 4, 5. Que vaut-il mieux faire : lancer
2,4, 5 pour un brelan de 3 ou le 3 pour une des deux suites ?

2) Quelle est la probabilité d’avoir trois bons numéros au Loto sur une grille de six numé-
ros parmi 49 ? Quelle est 'espérance de gain (on néglige I'influence des autres joueurs) ? Sa-
chant qu'une partie des mises du Loto est reversée directement a I'Etat, pourquoi les francais
pensent-ils que les impdts sont trop élevés ?

3)a) Deuxjoueurs recoivent chacun 5 cartes. Le premier a un As; quelle est la probabilité que
le second ait une paire d’As?

b) Quelle est la probabilité de n’avoir aucun honneur (Valet, Dame, Roi, As) parmi les 13
cartes d'une main de bridge ?

c*) Aubridge, quelle est la probabilité que Sud n’ait pas de tréfle 2 En ouvrant son jeu, Nord
constate qu'il a 6 trefles; quelle est alors, selon lui, la probabilité que Sud n’ait pas de tréefle.
Si Ouest ouvre d'un tréfle, admettant que cela signifie qu’il en a exactement trois, quelle est,
toujours pour Nord, la probabilité que Sud n’ait pas de trefle. Sil’enchere de Ouest signifie qu’il
en a au moins trois, comment estimez-vous la probabilité pour Sud de n’avoir aucun trefle ?

4) On dispose de n pieces indépendantes mais biaisées, de sorte que la probabilité que la k-
ieme piece tombe sur face est 1/(2k + 1). Quelle est la probabilité qu’en lancant les n piéces, le
nombre de faces apparues soit impair ?

5) On suppose que p(A) = p(B) = % et p(AUB) = % Les événements A et B sont-ils indépen-
dants?

6) Soit p une probabilité (finie) sur un ensemble Q et soit A une partie de QO de probabilité
p(A) > 0. On pose, si X € Q, pa(X) = p(X|A). Montrer que p4 est une probabilité sur Q.






CHAPITRE 3

DIVISION EUCLIDIENNE

§1. Un peu de terminologie algébrique

Le but de ce premier paragraphe est d’expliquer comment l'on peut construire les
entiers relatifs a partir des entiers naturels donnés par les axiomes de Peano.

Il manque a ’ensemble des entiers naturels, avec son addition et sa multiplication,
une soustraction (et d’ailleurs aussi une division, mais nous n’en parlerons qu’a la fin
de ce cours). Si 'on peut écrire sans peine que 3 —1 = 2, pour dire que 3 =2+1, le
symbole —3 doit étre défini, de méme que I'on doit, dans une seconde étape, établir la
validité d’'une formule comme 1 -4 = -3.

Tout le probleme est de définir des « entiers négatifs » et une soustraction.

Il'y a deux moyens pour cela. Le plus élémentaire consiste a considérer un ensemble
réunion de {0} et de deux copies des entiers non nul; la premiére copie sera identifiée
aux entiers strictement positifs, 'autre aux entiers strictement négatifs. Il faut alors
fabriquer I'addition (par récurrence) et la multiplication (par la regle des signes). Cela
marche dans ce cas, mais n’est ni tres général, ni tres élégant.

La meilleure méthode revient a introduire formellement « toutes » les soustractions
a— b et a identifier celles qui doivent I’étre. Cela nécessite un petit apparté.

1.1. Relations d'équivalence. — Soit S un ensemble et soit % une relation entre les
éléments de S. Comme exemple concret de relations, prenons pour S I’ensemble des
étres vivants et pour relation & 'une des suivantes : « est né avant », « parle la méme
langue que », « n’est pas de la méme nationalité que ».

On dit que la relation Z est réflexive : pour tout x € S, x% x. Les relations « est né
avant » et « parle la méme langue que » sont réflexives, mais pas la relation « n’est pas
de la méme nationalité que ».

On dit que la relation & est symétrique si pour tous x et y € S, la condition xZy
entraine que yZ x. Les relations « parle la méme langue que » et « n’est pas de la méme
nationalité que » sont symétriques, mais pas la relation « est né avant ».

On dit que la relation Z est transitive si pour sous x, y et z € S, les conditions xZy
et y#z entrainent x# z. La relation « est né avant » est transitive, mais pas la relation
«n’est pas de la méme nationalité que ». La relation « parle la méme langue que » est
transitive si 'on suppose qu'un individu ne parle qu'une langue, mais pas sinon (si
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Alice parle anglais et francais, Bernard anglais et allemand, Charles allemand, Alice et
Bernard sont en relation, de méme que Bernard et Charles, mais pas Alice et Charles).

Larelation d’ordre < dans les entiers naturels est transitive et antiréflexive (sa néga-
tion est réflexive).

Une relation qui est réflexive, symétrique est transitive est appelée relation d’équi-
valence. Dans '’ensemble des étres humains vivants, la relation « est de la méme na-
tionalité que » est donc une relation d’équivalence (on exclut de cette discussion les
problémes liés a la double nationalité ou aux apatrides).

Si Z est une telle relation dans un ensemble S, on peut d'une certaine maniere
«identifier » tous les éléments qui sont en relation : au moins de ce point de vue, il
sont équivalents.

On appelle ainsi classe d’équivalence d'un élément x '’ensemble de tous les élé-
ments de S qui sont équivalents a x. Notons C(x) la classe d’équivalence de x ; c’est une
partie de S. Pour la relation « est de la méme nationalité que », la classe d’équivalence
d’'un individu est '’ensemble de ceux qui ont la méme nationalité que lui. Les classes
d’équivalences sont donc les ensembles des Francgais, des Allemands, des Polonais, etc.

Observons un fait important : soit x et y des éléments de S dont les classes d’équi-
valence ont un élément commun, disons z. Par hypotheése, xZz et y%z; comme la
relation est symétrique, on a zZy; comme elle est transittive, on a x. Soit alors a un
élément quelconque de C(x); On a x, d’'ou y par symétrie et transitivité, si bien que
a € C(y). Celadémontre que C(x) c C(y) et]’'on démontre de méme I'autre inclusion, si
bien que C(x) = C(y). Autrement dit : deux classes d’équivalence sont ou bien disjointes
ou bien égales. Par conséquent, a condition de ne pas répéter deux fois une méme
classe, les classes d’équivalence des éléments de S définissent une partition de S.

Inversement, soit S un ensemble et soit (Sy, Sz, ...) une partition de S. On peut définir
une relation & dans S en décrétant que xZy si et seulement si il existe un indice i
tel que x et y appartiennent tous deux a S;. C’est une relation d’équivalence dont les
classes d’équivalence sont exactement les parties S;.

Par définition, I'ensemble quotient de S par la relation d’équivalence & est I'en-
semble de toutes les classes d’équivalence. C’est un ensemble de parties de S, donc un
élément de & (Z(S)). On le note souvent S/ % ; ses éléments sont les classes d’équiva-
lence. Le passage a la classe d’équivalence définit une application C de S dans S/ :
cette application associe a un élément x € S sa classe d’équivalence C(x) qui est, par
définition, un élément de S/Z. Cette application C est surjective ; par construction, la
relation xZy et I'égalité C(x) = C(y) sont des assertions équivalentes.

1.2. Construction de l'ensemble des entiers relatifs. — Comme je I’ai déja dit plus haut,
il s’agit d’introduire toutes les soustractions possibles puis d’identifier celles qui sont
censées donner le méme résultat. Une soustraction a — b revient a la donnée des deux
entiers a et b, dans un ordre déterminé. Introduisons ainsi 'ensemble S = N? des
couples (a, b) d’éléments de N. Deux soustractions a — b et ¢ — d doivent donner le
méme résultat si a+ d = b+ c. Définissons ainsi une relation %, « est équivalent a »,
dans S en décrétant que (a, b)Z(c,d) sia+d=b+c.
La relation dans S ainsi définie est une relation d’équivalence.
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— Elle est réflexive : tout couple (a, b) est équivalent a lui-méme. En effet, a+ b =
b+a.

— Elle est symétrique : si un couple (a, b) est équivalent a un couple (c, d), alors (c, d)
est équivalent a (a, b). En effet, la premiére assertion signifie a+ d = b + ¢, la seconde
c+b=d+a.

— Elle est transitive : si (a, b) est équivalent a (c, d) et (c,d) est équivalent a (e, f),
alors (a, b) est équivalent a (e, f). En effet, si les deux premiéres assertions sont véri-
fies,onaa+d=b+cetc+f=d+e;alors,a+c+f=a+d+e=b+c+e dolu
a+ f = b+ e en simplifiant par ¢, donc (a, b) est équivalent a (b, f).

Notons Z I'ensemble des classes d’équivalence et notons a — b la classe du couple
(a, b). Ainsi, écrire a — b = c — d signifie exactement que les couples (a, b) et (c, d) sont
équivalents, c’est-a-dire que a + d = b+ c. Les éléments de Z sont appelés entiers rela-
tifs.

Remarquons que 'application de N dans Z définie par a — a — 0 est injective : si
a-0=b-0,a+0=0+b, donc a = b. On prolonge alors I'addition des naturels N aux
entiers relatifs par la formule : (a— b) + (c — d) = (a+ ¢) — (b+ d). 1l faut vérifier qu’elle
est bien définie, c’est-a-dire que si a', V', ¢/, d’' sont des entiers tels que @' — b’ = a— b et
c'—d =c—d,alors (a'+c)— (b'+d") = (a+ c)— (b+ d). Par hypothese, on a en effet
a+b =d +betc+d =c"+d,dou

@d+cHh+b+d)=@+b+[+d)=@a+b)+c+d)=(a+c)+ WV +d),

montrant que le couple (a + ¢, b+ d) est équivalent au couple (a’' + ¢/, b’ + d'), ce qu’on
voulait démontrer.
L'addition dans Z vérifie les propriétés suivantes :

— ily aun élément neutre 0 — 0, de sorte que (a— b) + (0—0) = a— b pour tout couple
(a,b);

— J'addition est commutative: (a—b) + (c—d)=(a+c)— (b+d)=(c—d)+(a—b);

— tout élément a— b a un opposé, b—a, tel que (a—b)+ (b, a) = (a+b)—(a+b) = (0,0).

Ces trois propriétés sont caractéristiques de ce qu'on appelle un groupe commutatif.

De plus, tout élément de Z est de la forme a—0ou0—a:sic > d, il existe n tel que
c=d+netc—d=n-0;sinon, il existe n tel que d = c+ n et c—d = 0— n. Pour alléger
les notations, on note a I'élément a — 0 de Z et —a 'élément 0 — a, qui est d’ailleurs
I'opposé de a. A l'identification de notation pres, tout entier relatif est ainsi ou bien un
entier naturel, ou bien I'opposé d'un entier.

Sur Z, on hérite aussi d’'une multiplication, définie par a x (c — d) = ac — ad et —a x
(c—d)=ad—-acsi a, c et d sont des entiers naturels. (En général, cela donnerait (a —
b)(c—d) = (ac+bd)—-(ad+ bc), mais cette formule n’a aucun intérét.) La multiplication
est commutative, associative et est distributive par rapport a I'addition : si a, b, c € Z,
a(b+c) = ab+ ac;1'élément neutre est encore 1.

Lensemble Z, muni de cette addition et de cette multiplication, est ce qu'on appelle
un anneau commutatif unitaire.
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§2. Le théoreme de la division euclidienne

THEOREME (Division euclidienne). — Soit a et b deux entiers relatifs, avec b # 0. 1l
existe des entiers relatifs q et r, uniques, tels quea=bq+ret0<r<|b|-1.

L'entier g s’appelle le quotient de la division euclidienne de a par b; 'entier r, le
reste.

Soit R '’ensemble des entiers r € N tels qu'’il existe g € Z avec a = bq + r. Lensemble
Rn’est pas vide. En effet, si a > 0, larelation a = b-0+ a montre que a € R. Si a < 0, soit
ee{-1,1}lesigne de b; on alarelation a =eb-a+ (1 -eb)a dans laquelle (1-eb)a >0
(careb > 1 et a < 0); par suite, a(l —eb) appartient a R.

Soit r le plus petit élément de R et soit g € Z tel que a = bqg + r. Par hypothese, r >
0. Supposons pour commencer b > 0. Supposons par 'absurde que r > |b|. Notons
encore ¢ le signe de b. On a donc |b| = eb d’ou r > €b. La relation a = bg+r = b(q+
€)+ (r —eb) implique ainsi que r — | b| € R, ce qui contredit la minimalité de r.

Exercices. — 1) On range 461 pots de yaourts dans des caisses (toutes identiques), en rem-
plissant entierement une caisse avant de passer a la suivante. On utilise 14 caisses; combien
chaque caisse contient-elle de pots ? (D’apres D. Perrin ; plusieurs solutions sont possibles.)

2) Connaissant le reste de la division euclidienne d'un entier par 10, pouvez-vous en déduire
celui de la division euclidienne de cet entier par 52 par 6?

3) Soit n un entier. Calculer le reste de la division euclidienne de n? par 4, suivant que cet entier
est pair ou impair. Existe-t-il des entiers a et b tels que a + b*> = 81232

4) Soit a et b des entiers relatifs, b # 0. Démontrer qu'’il existe des entiers relatifs g et r uniques
telsque a=bg+ret —% bl <r< %Ibl.

5) Connaissant la division euclidienne de deux entiers n et n’ par un entier b > 1 (c’est-a-dire
quotients et restes), donner un moyen simple de déterminer la division euclidienne de n + n’
par b?

6) Soit a et b des entiers naturels tels que a > 3 et b > 2; soit n un entier naturel. Supposant
connu le quotient de la division euclidienne de a—1 par b, calculer le quotient de la division
euclidienne de ab” — 1 par b"*1.

§3. Numération

Depuis bien longtemps, nous écrivons les entiers en base 10 : il y a 10 symboles (0,
1, 2,...,9) et chaque nombre s’écrit avec un chiffre des unités, un chiffre des dizaines,
des centaines, etc. Nous allons étudier cette facon d’écrire les entiers et la généraliser
a d’autres bases. La base 2 est utilisée au cceur des ordinateurs : il y a alors 2 symboles
0 et 1, correspondant a deux états électriques possibles : tension nulle / non nulle aux
bornes d'un composant.

Soit b un entier supérieur ou égal a 2.

PROPOSITION. — Pour tout entier naturel n, il existe un entier k > 0 et des entiers
Cos--+, Ck €10,...,b—1} tels que l'on ait

n= ckbk+ck_lbk_1+---+clb+co.
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On peut en outre imposer les conditions k =0 sin =0, et ¢ # 0 sin # 0. Elles déterminent
les entiers k et cy, ..., cx de maniere unique.

Par exemple, si b = 10, 1729 = 1-10% +7-10% +2-10 + 9. Si la base est autre que 10,
on écrit n = ¢xCy—_1 ... Cy, VOire n = m(l’) si 'on veut préciser la base. En pra-
tique, on représente chaque entier entre 0 et b — 1 par un symbole. Si b < 10, le choix
0,...,b—1s'impose. Pour les bases supérieures a 10, il est courant d’employer les lettres
majuscules (c’est ce qu'utilisent les informaticiens pour ’hexadécimal — la base 16),

. ——(16
ou les lettres grecques. On écrira par exemple 268" pour 10 x 162 +6 x 16 + 11 =
2560+96+ 11 = 2667.

On démontre |'existence par récurrence sur n. Pour n =0, on peut écrire n = 0, avec
k =0 et ¢y = 0. Supposons qu'on puisse écrire de la sorte tout entier strictement in-
férieur a n. Soit alors g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de n
par b.On abien 0 < r < b—1. Comme g < n/b < n, 'entier g s’écrit sous la forme
Am b +dy_1 b1+ -+ dy, ol les d; sont des entiers compris entre 0 et b—1, avec m = 0
sig=0,etc, #0sig#0.Posonsalors co=r, k=m+1,etci=d;_1sil<i<m+1.
Ona

n=bqg+r=bldnb"+dpu b+ +dp)+ o= b+ + b+ o,

ce qui montre I'existence d'une écriture de I'entier n en base b.

Démontrons maintenant 'unicité, toujours par récurrence sur n. Elle est vraie si n =
0, et méme si n < b. Supposons qu'il y ait unicité pour tout entier strictement inférieur
A n et supposons qu’un entier n supérieur ou égal a b s’écrive a la fois cpb* +--- + ¢ et
dmb™ +---+ dy. Comme on a supposé n > b,ona k > 1 et m > 1. Alors, I'écriture

n=bckb* '+ +c1)+ co = bldmb™ "+ -+ dy) + dy

montre que le reste de la division 